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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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ПРЕДИС10В1Е. 



Въ алгебраическихъ изыскянхяхъ важную роль игра- 
ютъ цндивидуадьныя свойства степени уравнетя: при- 
ходится часто говорить одно объ уравнешяхъ простой 
степени, другое — объ уравнешяхъ сложной степени; 
дальн'Ьйш1я различ1я въ характере степени вызываютъ 
новыя различ1я въ прхемахъ и въ окончательныхъ выво- 
дахъ. Съ другой стороны, самыя общ1Я, первоначальныя 
изыскашя надъ корнями уравнешя указываютъ на необ- 
ходимость предварительной разрабагки теорхи переста- 
новокъ, — науки спец1альной, заимствующей многое су- 
щественное изъ теорш чиселъ. Потому-то, прежде ч'Ьмъ 
приступить къ общей теор1и алгебраическихъ уравнешй, 
необходимо познакомиться съ основными свойствами ц'Ь- 
жыхъ чиселъ, и хорошо усвоить себ-Ь разнообразные 
лрхемы, употребляемые въ теорш посл'Ьднихъ. 



Но связь алгебри съ теор1е10 чиссп. болЬе Иена, 
'1|;мъ можно заоючи'п. на основанш вышссказаннаго. 

{1рим-Ьнсн1о способов!., прсдлагаемыхъ въ алгебре; 
,|,.1и 1)1;и1ен1я разныкъ вопросовъ, стави^-ь на видъ раз- 
личие между буквенними уравнешями и числовыми; и 

понятно, что ПОСЛ'ЬДШЯ должны ПрОДСТаВ.1Л'1'Ь б0Д1>Н11Й 

инге^зесъ, ч'Ьмъ первыя. 

Между числовыми ураинетяни первое м1;сго принад- 
лежим уравнен1ямъ съ ц-Ьлыми коеффиц1он']амй. Кореи 
такихъ уравнев1й составляютъ нов1лй ариеметическ1й 
алгорйомъ; переходъ къ нимъ огъ ц^тыхъ чисе.тъ пред- 
стнвллется столь же естественнымъ, какъ въ геометр1и 
переходъ отъ прямой лин1и къ кривымч.. И подобно 
гому, какъ въ геометрии разсматриваше кривыхъ второй 
степени привело къ самымъ драгоц-Ьннымъ послЬд- 
(•т1Ш1мъ, точно также и въ алгебр'Ь изсл1;дован1е цЬ- 
лЕ,1хъ алгебраическихъ чиселъ в']'0])аго порядка приво- 
дить къ постановк'Ь новыхъ вопросовъ и къ р'Ьшен1ю 
но1ч.15ъ задачъ, представляющихъ выснпй научный ин- 
'|'1:'1)(.'съ. Благодаря этому теор1Я чиселъ поставлена на 
С1у11ень т'Ьхъ. немногихъ наукъ, ко-юрыя особенно вы- 
даются по точности, простотЬ и изяществу своихъ пр1е- 
мовъ. 

Зд^сь, конечно, я не им-Ью въ виду особенныхъ 
вопросовъ теорш чиселъ, р'Ьшен1С ко1Ч>рыхъ, кажется, 
л])(Ч1осходитъ силы современнаго консчнаго анализа. 



Существуетъ немного примЬроШ) сиоеобразнаго и чре;^- 
вычайно удачнаго прим'Ьнен1я трансцендентнаго анализа 
къ р'Ьшешю н'Ькоторыхъ изъ означонныхъ юпросовъ; 
подобныя работы, хотя и о']'носятся к'ь тсорш чисел1|, 
но составляютъ совершенно отд1,льную ея в'Ьтвь, выхо- 
дящую изъ области конечнаго анализа. 

Современная теорхя чиселъ построена на трехъ 
нача.1ахъ: Р общ1й наибольшш делитель (Евклидъ), 
2^ непрерывныя дроби (Гюгенсъ), 3® начало Дирихле. 
Настоящая книга посвящена исключительно началу 
Евклида въ приложеши къ ц'Ьлымъ числамъ и ц'Ьлымъ 
функц1ямъ; потому можно было бы ее озаглавить: „тёо- 
р1я д'Ьлимости" или ,.теор1я сравнешй". 

Особенное вниманхе было . обрап1.ено мною на т1> 
м^ста, которыя находятъ приложеше въ дальнЬйшихъ 
частяхъ алгебры. Такъ, наприм'Ьръ, линейныя сравнешя 
со многими неизв-Ьстными играютъ существенную роль 
въ теор1и подстановокъ; потому я останавливаюсь на 
нихъ немного дольше, ч'Ьмъ Гауссъ въ его 55Б18дш81- 
йопез ап1Ьтейсае*^ 

Въ конц'Ь первой главы я показываю способы р'Ь- 
шен1я въ ц^Ьлыхъ числахъ н'Ьсколькихъ неопред^лен- 
ныхъ уравнен1й первой степени, которыя могутъ пока- 
заться не особенно важны]^и; между т4мъ въ нихъ со- 
дерл:ится р'Ьшенхе вопроса объ умнолхоши такъ назы- 
ваемыхъ идеальныхъ чиселъ (втораго порядка) или, все 
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рлтш, о слоя;ее1и киадрачичныхъ (|ю])мъ {баива, сотро- 

!| . 81110 Гоппагит), — одинъ изъ самыхъ плодотворныхъ 

I- иопросоиъ въ теорш чиселъ. 

|. Бъ общемъ, книга эта представлястъ развит1е мо- 

\ их'1. университетскихъ лекщй, на сколько таковое необ- 

! ходимо для основательнаго уразумЬв1я высшихъ вопро- 

1 сокъ современной алгебры. 
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ГЛАВА I. 

Начало общаго наибольшаго д']^1ителя. — Первыя прпложешя. — Разю- 
, жен1е чиседъ на простые множптели и условхя делимости. — Сво&ства 

функц1и 9(а). — Разныя прпложен1я предыдущаго. 

§ I. Начало общаго нанбодьшаго д1^дителя. 

1 . Пусть будутъ два ц'Ьлыхъ положительныхъ числа а и Ь, Илх^ф 'с^н*< ^*~ 
изъ коихъ а не меньше Ъ. Произведемъ рядъ посл'Ьдовательныхъ ~/;^ ^//.. ^';Г./1 т/ 
д'Ьленш въ слЬдующемъ порядкЬ: разд'Ьлимъ а на Ь, частное г'г^ '^ч^^? ^'*- 
обозначимъ чрезъ р^ , остатокъ чрезъ с?, ; зат'Ьмъ ^ разд'Ьлимъ Ъ "н 
на (?1, частное обозначимъ чрезъ 'р^^ остатокъ чрезъ й^\ разд'Ь- -5-'''''^'* 
лимъ, дал'Ье, ^^нас?2^ частное обозначимъ чрезъ рд, остатокъ 
чрезъ с^д, — п будемъ продолл^ать дМствовать такимъ образомъ 
до гЬхъ поръ, пока не дойдемъ до остатка равнаго нулю; это 
_ произойдетъ неминуемо, ибо числа с^^, йд? ^з» • • • ВДУТ'ь убывая, 
и не могутъ сд'Ьлатьсй отрицательными. Положивъ, что посл'Ьд- 
шй остатокъ не равный нулю есть й^, будемъ им'Ьть рядъ урав- 
нетй 

п. 1 



^ 



^ 



г 



— 2 — 

'^П—3^'^П—зРп—>~*~'^П—1' 

^п—г ^^ '^п— I Рп "*" ^п > 
Отсюда выводимъ 

^П—* ^^ (Рп—2 "п— Э "•" "п— 1 ) "^П ==" '*П— 4 "^П ' 

6 = (р^и^ -+- щ) ^^ = «й^ , 

а ^ (р^и -+- щ) <^„ = VЛ^ , 

гд'; "и_2> **«— 1> ■ ■ ■") *" изображаютъ изв'Ьстныя цтЬлыя «гасла. 
Изъ нредыдушрхъ уравнешй, провзводя исключен1я въ дру- 
гимъ порядке, получаемъ рядъ новыхъ соотношешй, а именно: 

(1^ = а — р^Ь, 

(1,^ = — Р2О -+- (РхРз -*- ^)Ь = х^а -*- у^ , 

'^3 = (1 — г'Л)» — (г»! -^РзУ,)Ь=^з}^а-^у^>, 



1'хЬ а:„, Жд, . . .^2, Уз, . . . изображаютъ изв'Ьстныя ц'&лыя числа." 



Между уравнешями двухъ предыдущихъ группъ особенно 
важны три сл'бдующхя: 



Для сокращеп1я отбросимъ значки у буквъ х^ у^ й и. напи- 
шемъ ихъ такъ: 

(1) а = г€1, Ъ^=ис1, ах-\-Ьу = с1. 

Посл'бднее изъ этихъ уравнешй показываетъ, что всякш ас'^г, ^г^1-, 
общш Д'блитель чиселъ а и Ь д'Ьлитъ число (2; а первыя два по- лх + ^ч- 
казываютъ обратное: что всяюй д'Ьлитель числа Л д'блитъ оба =^^'^^5^'"^^ 
числа а а Ъ. Следовательно вопросъ объ опред'Ьлети общихъ ^^^ г' ^ 
д-Ьлителей какихъ либо двухъ данныхъ чиселъ а иЪ приводится 
вышеуказаннымъ образомъ къ опред'Ьлетю всЬхъ д'Ьлителей 
числа Л. 

Число Л есть наибольшгй общш дгьлитель чиселъ а и 6, 
потому что наибольшш делитель числа й есть самое число с?. 
Характеристическое свойство этого д'Ьлителя состоитъ въ сл*- 
дующемъ. 

Теорема. Общш наибольшш дгьлитель й двухъ чиселъ а иЪ 
выражается посредст^омъ этихъ чиселъ лгшейнымъ обравомъ 

с1=:ах-^Ъу^ 

при у/гьлыхъ значетяхъ х и у, подобраниыхъ надлежащимъ обра- 
зомъ. 

Справедливость этой теоремы показываетъ посл'Ьднее изъ 
уравнешй (1). 

Сл'Ьдствге. Наименьшая числовая величина линейной формы 
ах н- Ъу при цгьлыхъ перемгьнныхь х и у, какъ полооюительныхъ 
та/къ и отрицательныхъ^ равна общему наибольшему дгьлителю 
чиселъ а иЪ. ^ 

Само собою разумеется, что зд^сь р^чь идетъ о значешяхъ 
Формы отличныхъ отъ нуля. 
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2. Чтобы найти обнцй наибольшш д'Ьлитель трехъ чиселъ 
а^Ъ^ Су сл'Ьдуетъ определить сперва обпцй наибольш1Й делитель 
Л' чиселъ а и Ь, а затЬмъ общш наибольшш д'Ьлитель й^чиселъ 
д! л с; этотъ посл^дшй будетъ числомъ искомымъ, и всякш об- 
щш Д'Ьлитель чиселъ а^Ъ^ с будетъ д'Ьлителемъ числа Л. 

При н'Ькоторыхъ ц-Ьлыхъ числахъ х\ у\ х\ у" бу}1;утъ илйть 
м'Ьсто два уравнешя 

ах -и Ъу = д1\ 



ах ч-су =а; 



отсюда, исключая Л\ получаемъ 



или, проще, 



ахх -\-Ъх у -л-су = а , 



аа; -ч- Ьг/н- с-2^=:с?, 



гд'Ь Ху Уу ^ изображаютъ изв'Ьстньш ц'Ьлыя числа. Сл-Ьдова-. 
тельно общш наибольшш Д'Ьлитель трехъ чиселъ а, Ь^ с вЬфа- 
жается линейной однородной Формой ах н- Ъу -+- сг при н'Ькото- 
рыхъ ц'Ьлыхъ значешяхъ перем'Ьнныхъ х^у^^. 

Сказаннаго достаточно, чтобы понять, какимъ образомь, 
путемъ посл'Ьдовательныхъ д'Ьлен1Й, составляется общш паи- 
большш Д'Ьлитель А какого угодно числа данныхъ чиселъ а, 6, 
с ,...?, и что Д'Ьлитель этотъ можно выразить линейною Формой 



с1=1 ах-у-Ъу 



С2 



• • • 
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при н'Ькоторыхъ ц'Ьлыхъ значешяхъ перем'Ьнныхъ х^у^^^, . Л, 

3. Два Ц'Ьлыхъ числа а жЪ называются относительно про- 
стымщ когда они, кром'Ь единицы, не им'Ьютъ общаго делителя, 
или, иначе, когда ихъ общ1Й наибольш1й д'Ьлитель равенъ еди- 
ниц'Ь. Для этого необходимо и достаточно, чтобы неопред'Ьленное 
уравнеше 



а) 



ах 



Ъу=1 



допускало р-Ьшеше въ ц'Ьлыхъ числахъ. Иногда приходится вы- 
ражать то же самое предложеше въ обратномъ порядк-Ь: чтобы 
уравнеше (1) им'Ьло р'Ьшеше въ ц'Ьлыхъ числахъ, необходимо и 
достаточно, чтобы числа аиЪ были относительно простыми. 

4. На основаши вышеизложеннаго не хрудно убедиться въ а* 
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справедливости нижесл'Ьдующихъ двухъ теоремъ, выражающихъ ^^^^^ п}^^ - 
основныя свойства относительно простыхъ чиселъ. ~ 

Теорема 1. Произведете двухъ чиселъ^ простыхъ относи- 
тельно третьягОу есть также простое относительно третьяго. 

Пусть будутъ два числа а и Ь, изъ коихъ каждое есть про- 
стое относительно третьяго числа с , и пусть х\ х\ у\ у' изобра- 
жаютъ ц'Ьлыя числа, удовлетворяющая уравнешямъ 

ах -♦- с?/' = 1 , 
Ьх^~\- су^=- 1 , - 

Намъ изв'Ьстно, какъ находятся таюя числа^ и потому мы 
на нихъ будемъ смотр'Ьть, какъ на изв'Ьстныя. 
Напишемъ посл'Ьдтя равенства такъ: 

ах =^\ — су\ 

л 

Ъх= 1 — су\ 
и перемножимъ ихъ почленно; получаемъ 

аЪхх^ = 1 — с{у -\-у^ — <^уу')- 

Отсюда, полагая для сокращен1я 

' // 

и = у -*-2/ —су'у , 

выводимъ, 

аЬх -^су^= 1 . 



[ 



Такъ какъ хву суть очевидно числа Ц'Ьлыя, то изъ посл-Ьд- 
няго равенства сл'бдуетъ, что аЬ ж с суть числа относительно 
нростыя. Что и сл^Ьдовало доказать. 

СлФдствхе. Есдл1 каждое изъ чиседъ а, а,, а^,... есть 
простое отпосителто каждто мза чиселъ Ъ, Ь, , Ъ , . . . , то 
произведенгя а а^ а^. . . и Ъ Ь-^Ь^. . . суть взаимно простыл. 

Теорема 2. Если с, будучи простымъ числ омъ относи - 
тельно я, дтьлитъ произведете «4, то оно дгьлитъ Ъ. 

Действительно, такъ какъ а и с числа относительно нростыя, 
то уравнен1е 

ах-^су= 1 

вмЬетъ р-Ьшенхе въ Ц'Ьлыхъ числахъ. Разсматривая жиг/ какъ 
в;)П'1ктныя, положимъ еще 



гд'Ь г, по предположен1ю, число цйлое. Исключая а изъ преды- 
д)1[сахъ уравнешй, получаеиъ 

Зд'йсь первая часть есть очевидно ц^дое число, сл^дова- 
тсльяо Ъ делится на с. 

Сл'Ьдств1е 1. Если каоюдое изъ двухъ взаимно простыхъ 
уысеаъ а иЬ д}ьлитъ с, то и произведете- аЬ дтьлитъ с. 

ДМствительно, полагая с = аа, мы зам'Ьчаеыъ на основан1и 
п(рслЬдвей теоремы, что число а д'Ьлится на Ь ; полагая сл^дова- 
тельао а'=:Ъа", ш/г^емъ с=аЬа". Это показываетъ, тго с д'Ь- 
лпгся на аЪ. 

Им'Ья н'Ьсколько чиселъ а, Ь, с,. . Л, ыы будеиъ называть 
ихъ простыми между собою, если каждыя два, произвольно взя- 
тый между ними, будутъ относительно простыми. Общ1Й пап- 
болцп!!! д^Ьлитель такой системы чиселъ очевидно равенъ еди- 



ннц'Ь; но обратнаго нельзя утверждать. Такъ, наприм4ръ, обнцй 
наиболышй делитель чиселъ 4, 5, 6 равенъ 1, между тЬмъ они 
не простыл между собою. 

Принимая это въ соображеше, можно расширить посл'Ьднее 
сл'Ьдств1е, и выразить его въ следующей Форм'Ь. 

Сл'Ьдствхе 2. Если числа «, 6, с,. . .й; г1/^11тям€жду 
собою^ и каждое изъ иихъ дгьлить число 1^ то и произведете 
аЪс . . .к дгьлитъ I. 

5. Всякое число к^ д^Ьлящееся на оба числа а и Ь, назы- З/онл^ ^и^. о 
вается общимъ кратнымъ чиселъ а и 6. Изображая чрезъ Л ^^тпг^^д'- 
общш йаибольшш д'Ьлитель чиселъ а и Ь, мы зам-Ьчаемъ, что, ^*^'*'^' 

во первыхъ, число -^ д'Ьлится на оба числа -|- и -^ , и, во вторыхъ, 

числа -|- и-^ суть относительно простыя; поэтому, на основаши 

^ _ ._. - . ||. - • 

вышедоказаннаго, заключаемъ, что -^ делится па произведете 
4 -г- Пусть 

гд'Ь I изображаетъ число ц'Ьлое; отсюда выводимъ 




Эта Формула даетъ всевозможный общ1я кратныя чиселъ 
а и Ь ; для этого стоитъ только поочерёдно полагать ^ = 1 з ?а ^з • • • 

Наименьшее кратное получается при < = 1 ; ' обозначая его 
чрезъ ш^ им'Ьемъ ^ \Г^ 

или 

тЛ = аЪ, 

Характеристическое свойство наименьшаго обш;аго кратнаго 
чиселъ а и Ъ состоитъ въ томъ, что всякое общее кратное чи- 
селъ а и Ъ есть кратное иосъ наименьшаго кратнаго. Ибо преды- 
дущую Формулу для к можно написать такъ : 

к = т1. 
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Отм'Ьтимъ еще частный случай, когда числа а пЬ относи- 
тельно простыл ; тогда наименьшее кратное равно ихъ произве- 
дешю, 

' Если составимъ наименьшее кратное т чиселъ а и Ь, а за- 

т-Ьмъ наименьшее кратное т чиселъ т' и с, то т будетъ оче- 
видно наименьшимъ обпщмъ кратнымъ чиселъ а, бис. Всякое 
другое общее кратное этихъ же самыхъ чиселъ будетъ д'Ьлиться 
на т. Если числа а, Ь, с простыл между собою, то т = аЬс. 

Подобньшъ образомъ составляется наименьшее общее крат- 
ное четырехъ чиселъ, пяти и такъ дал'Ье. 

$ II. Разложен1е чиселъ на простые множители. 

^».ы ,1с а ^^^г- 6. Число, не им'Ьющее другихъ д'Ьлителей кром-Ь единицы 
^11^1.1^:±?лъ; }^ самаго себя, называется >грос?тьшг. Самое малое п ростое ч исло 
1^^^'гисе.1 т. есть 2; Ш10 одно между прость1м и чис лами есть 5^тное^Едиии1щ 
/е-зхг/^/.г/;^^, не причисляется къ пр_остымъ числамъ. Непро стое^исло1тзьь 

вается сост авнымъ ; но единица отнюдь не причисляется къ со- 
ставны мъ числа мъ: она остается въ сторон^Ь. Оставляя единицу 
въ стороне, очевидно, что наименьш1й изъ д'блителей ' какого 
угодно даннаго числа есть всегда число простое ; поэтому если 
1 число а не делится ни на одно изъ простыхъ чиселъ меньшихъ а, 
( то оно есть простое. Основываясь на этомъ предложеши, легко 
показать, что существуетъ безконечное множество простыхъ 
чиселъ. На самомъ д'Ьл^Ь, допустимъ противное, пусть Рг^р^^- - -Рг 
изображаютъ вс'Ь существующхя простьш числа; тогда число 

очевидно не будетъ д'Ьлиться ни на одно изъ простыхъ чиселъ 
меньшихъ ^^Г, и потому само должно быть числомъ простымъ. 
Но это противор'бчитъ допущен1ю, чта н'Ьтъ бол'Ье простыхъ 
чиселъ^ кром'6 ^?1 , 2?2) • • -Л- 
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7. Общимъ наибольшимъ д'Ьлителемъ простаго числа р 110<мо^ь1ь^я^ 
каког о нибудь другаго числа а очевидно можетъ быть только ^1^А.^^^п1^• _. 
1 или р] если поэтому ^? не дълитъ а, то р та а суть относительно ,.ц^с«^л-е ' 
.простыл. 

Это приводить къ сл'Ьдующей теорем'Ь. 

Теорема. ПроизведетеТигьсколькиосъ чиселг аЪ. . .с тогда 
только дтьлится на простое число р, когда по крайней мгьргь 
одииъ изъ множителей а, Ъ, . . .с дгьлится на р, 

ДМствительно, если ни одинъ изъ множителей а, 5,. . .с >в)с^л.сV[€V<^сгГ^ 
не д'Ьлится на р, то каждый изъ нихъ есть число простое отно- ^'^ ^^'''^ 
сительно ^?; сл'Ьдовательно ^ произведете аЪ, . .с есть простое 
относительно р (см. п^ 4, сл'Ьдств1е изъ теоремы 1), и потому не 
можетъ Д'Ьлиться на р, Напротивъ, если одинъ изъ множителей 
а, 6, . . .с д-блится нар, то произведете аЪ, . .с очевидно Д'Ь- 
лится на ^?. 

Сл'Ьдств1е. Произведете нП)Сколькихъ прост ыосъ множи- 
телей рд^. . .г тогда только дгьлится на простое число 5, 
когда одинъ изъ множителей р, д, - . -г равенъ 8. 

Очевидно, что всякое число можетъ быть представлено въ 
вид'Ь произведетя ' нЬсколькихъ простыхъ множителей ; относи- 
тельно такого разложетя не трудно намъ теперь доказать сле- 
дующую теорему. 

Теорема 2. Не о&ращая внимаигя на порядокъ множителей^ 
всякое число разлагается однимъ только образомъ на произведе- 
те простыосъ мнооюителей, 

Д^Ьйствительно, допустивъ, что число а разлагается двоя- 
кимъ образомъ на произведенхе простыхъ множителей 

им'Ьемъ уравнете 



.^^.г 



изъ простыхъ множителей д,, д^,. . .^^ бьцъ равенъ^^^. Пусть 
^^, ^ 5, ; сокращаемъ об^ части посл4дняго уравцен1я иа ^>, ; 
получаемъ новое уравнение 

Р^- ■ ■г'т = 3з- ■ ■?„' 

иа осиованш котораго заключаемъ, тго одно изъ чиселъ 5^, 
?8'- ■ • Зп Р^^'^*' -^а- Пусть ^)2 = ?2; сокращаемъ обй части по- 
с.т(;ди11го уравнен1я на^)^, и продолжаемъ разсуждать подобно 
предыдущему. Ясно, что такимъ образоыъ мы дойдемъ до урав- 
нее1я 1 = 1 , а это и показываетъ, что два ряда чиселъ 

Тх.Рг^- ■ Р^ 

)^ гпЗа.- ■?„ 

г) состоятъ изъ однихъ и т^хъ же чиселъ; вся разница моя;етъ 

1»,. быть только въ порядк'Ь. Что и сл-Ьдовало доказать. 
т Когда число большое, раз.тожен1е его на простые множители 

I представляетъ значительный затрудпен1я. Для чиселъ, неправы- 

г шающихъ 3036000 можно пользоваться габлидалга Бюркарда 

Г подъ заглав1еиъ: «ТаЫе йез 111У1зецгй роиг 1;оий 1е8 погаЬгез Дез 

А ргеппег, (1еих1ён1е е1;1го181ёте т11Иоп е1:с. раг Т.-СЬ. ВигскИагй*;». 

Ч $ М1. Услов1я д1Блниос1н в друНя теоремы, вытекающ1я 

1('^ изъ предыдущаго. 

»''- 8. Оставляя въ сторон-Ь трудности, встр-Ьчаемыя при разло- 
же1П1[ большихъ чиселъ на простые множители, мы будемъ раз- 
смат]швать какъ известные всЬ простые д1Ьлители данпаго числа. 
Обозиачая число чрезъ а, а различные простые д-Ьлители его 
чре:!Ъ 2), 5, ... г, им'бемъ 

(I) а=//. . .г\ 
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гд-Ь а, р, . . .у изобра;каютъ ц'Ьлыя лоложительныя числа; это 
поксшатели кратности соотв'Ьтствующихъ простыхъ множи- 
телей. . 

Вопросъ о составленш всЬхъ делителей числа а не пред- 
ставляетъ теперь никакого затрудненхя. На самомъ д'Ьл'Ь, если Ъ 
д'Ьлитъ а, то им'Ьемъ уравненхе 

а = ЪЬ\ 

которое показываетъ, что д'Ьлитель Ъ равенъ произведешю н'Ь- 
сколькихъ простыхъ множителей, входящихъ въ составь числа а; 
ибо всякое число, по вьппедоказанному, однимъ только образомъ 
разлагается на 11роизведен1е простыхъ множителей. Следова- 
тельно будемъ им^ть 

(2) Ъ = р^'2^\ . ,г^\ - 

гд'Ь Р, ^^ ' - -Г и.зображаютъ т* же простыя числа что и въ (1), 
а показатели а, Р', . . . у удовлетворяютъ услов1ямъ 





1 0^(1'<а. 


\ 


0<Х<^, 


(а\ 




\"/ 


.0<у'<у. 



Обратно, всякое число вида (2), при соблюденш условш (3), 
будетъ д'Ьлителемъ числа а. Отсюда такая теорема. 

Теорема. Чжло а тогда только будетъ дтьлиться на Ь, 
когда есть простые множители числа Ъ будутъ входишь въ со- 
ставь а и въ а степени иосрь не нижелкьмъ въ Ь. 

Сл'бдствхе. Числоразличныхъдгьлителейчислаа=р^^. . .г^ 
есть (ан- 1) (Рн- 1) . . . (^ н- 1), « сумма иооъ есть 



- ^ ■ — ■ - ■ — — « ■- '■ ■■ I !■ ■■■^■■ — ■,■■■-—- 

1-4 • • • 4 I 

^ — 1 г — 1 




■ 'Л- . 



:.■;■■»' 

.■ -- >''. •■" 

р.; 

^:.\ ■ 
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На самомъ д'Ьл'Ь, всЬ д'Ьлители числа а получаются изъ Фор- 
мулы 

давая для а\ Р', . » • V значешя : 

а = О, 1, 2, . . .а, 
Р' = 0, 1,2,.. .р, 

У=0, 1, 2,. . .7; 

отсюда сл'Ьдуетъ, что если перемножимъ алгебраически мея^ду 
собою полиномы 



а 



/, 



1 -^-р-^-р 



^=^-^-^ 






'-Л::- 

1-г 



О'. •- 



г ' ■ 



2г=1 



г -н г"^ -ь . 



^ 



с<п» 



то члены полученнаго произведен1я будутъ представлять^фазлич- 
ные д'Ьлители числа а, каждый по одному разу; поэтому число 
д'Ьлителей числа а равно числу членовъ означеннаго произведе- 



Н1Я, то есть 



(а-ь.1)ф-4-1).. .(т-4-1), 



г- 

7^ 






^■> 






а сумма ^хъ опред'Ьляется произведеюемъ 



которое равно 



рд. . .в, 



г — 1 ' 



_р-.1 д— 1 



... 
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ибо 



Р=1-*-|) И- /)--»-. . . -I- р« = ?^^— |- , 



^=\ -+- д -н д' 



Л=1 



• • • 



^ ~~ 2 — 1 ' 



Т 



ГУ-Н1 



(|)=0, в(1)=1, ^(|)=1, 6(У15)=1. 



е Н^ 



Для всякаго положительнаго количества х вм'Ьетъ м'Ьсто 
равенство 



Ех = е{х) -+- /у ^ -+- е^у 



+-61 — 
п 



• • • 



X). 



справедливость котораго очевидна. Члены ряда во второй части, 
начиная съ изв1стнаго м'Ьста, всЬ равны нулю; поэтому рядъ 
можетъ быть продолженъ до безконечности. 

При нижесл'Ьдующихъ выводахъ намъ придется пользоваться 
обоими символическими выраженхями Е{х) и е{х). 

П • Теорема. Наивысшая степень простаго числа р , дгьлящая 
произведете!! . 2. 3. 4. . .песшь 



Р 






р 






'^ • Г/.' ) 



г 
' .^ 



.' ) '•^с.' 



1А,\% И о е, » 



9. .ВЪ Н'ЬкОТОрЫХЪ СЛучаЯХЪ приходится принимать во ВНИ-_)1лдХ^Ьи4Л^и _ 

маше наибольшее ц'Ьлое число, не превышающее какого нибудь -^^^^*';^'^^^^ 
даннаго положительнаго количества о; такое число называютъ ^^'^'^ \д.з...п, 
ц'Ьлою частью о, и изображаютъ символомъ Е(д. Такъ, напри- ЦуЛ1€.г — 
м'Ьръ, им'Ьемъ 

^^ = 0, ^5;з = з, ^5у = 2,-^^ЕУТ50 = 12. 

Рядомъ съ этимъ знакомь мы введемъ еще другой, именно 
е(о), понимая подъ посл'Ьднимъ одно изъ двухъ: нуль или еди- 
вицу, смотря по тому, будетъ ли о < 1 или о > 1 . Наприм'Ьръ, 



^ 



«^л,'.^ ^'^ С 



I ^ 

л ^ ' / ^ 



У^.'.Ч 
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при эпомй рядъ членовь въ показатедгь слгьдуетг продолжать 
ио тгьз^ порг, пока от не окончится самъ собою. 

В'ьслуча'Ьр>я, число ^1 нед'Ьлитъ произведен1я 1 . 2. 3. ..и, 
II ■|'епрема очевидна; поэтому сл^дуетъ предполагать придоказа- 
ге1ьств^, что^^^и. 

Вт. ряду 1 , 2 , 3 , . . . « числа, Д'блящ^яся на р , суть сл'6- 
дующ1(1: 

р, 2р, Ър, . . ■п^р, 

гд-Ь п-^ изображаетъ наибольшее ц-Ьлое число, не превышающее 
отношешя — , то есть 



]3сл4дств1е этого завд'Ьчанз'я можно написать 

{:$1'1''-ХЧ.11, (I) 1. 2. 3. . .и=^*'' I. 2. 3. . .и>1, 

^ гд'Ь а, изображаетъ ц-блое число, не делящееся на р. 

" Допустимъ, что р^я, и лрим'Ьнимъ Формулу (1) къ про- 

I пзведепш 1. 2. 3. . .«,; лолучаемъ 



(2). 



ГД'Ь «2 изображаетъ число, 
лпится по Формул^Ь 



1. 2. 3. . .и,=^)"М. 2. 3. . .»з «2. 

делящееся на р, а и^ опред'Ь- 



^^ 



Если 2)^Мз, прим^Ьняемъ Формулу (1) къ произведешю 
1 . 2. 3 . . .п^\ долучаемъ 

(3) 1.2. 3...«з=^'"^1■2. 3.. .«з«8, 

ГД'Ь Од изображаетъ число, не делящееся на ^7, а Вд опред-Ь- 
ляется по ФОрмул'Ь 
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Продолжая д'Ьйствовать такимъ образомъ, мы зам'Ьчаемъ, 
что числа 

идутъ убывая; съ н'Ькогораго м^ста они обращаются въ нуль. 
Пусть первое изъ нихъ, равное нулю, будетъ п^; тогда оче- 
видно п^- Е ^ 

и уравнеше 

(4). . . 1. 2. 3. . .п^ =^?**т-11. 2. 3. . .п^ .а , 

\ / ш — 2 ^ т — I т — 1 

будетъ посл'Ьднимъ въ ряду уравненш (1), (2), (3), . . .(4). 

Перемножая почленна предыдуш,1я уравненхя и отбрасывая 
въ об'Ьихъ частяхъ общхе множители, получаемъ 

1.2.3. . .п=2>"'"^*^"^ • ■^**'»-1а1а2-- •«„_! 1-2.3. . .п^_,, 

I 

ИЛИ, проще, 

1. 2. 3. . .п=2)***"*"**2-»-""*"'*'"-1а, 

гд'Ь а изображаетъ число, не д'Ьлящееся на р. 

Отсюда видно, что простой множитель ^? входитъ въ составъ 
числа 1 . 2 . 3 . . . м съ показателемъ 



1 2 Ш — 1 



Посл'Ьднее выражеше можно продолжить какъ угодно далеко, 
даже можно представить въ вид'Ь безконечнаго ряда 



* 2 ш — 1 т 



• • • 



ибо всЬ члены, начиная съ п^, равны" нулю. 

Числа п , ^1 , Пз , . . . получаются одн'Ь изъ другихъ по сл'6- 
дующей общей Формуле 



Па 



п,^, = Е^\ (г = О, 1,2,...); 
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если поэтому обозначимъ чрезъ г, г^, г^,. . . остаткн, получае- 
мые оть д-бленхн чвселъ и, и,, и^,. . . яа.р, то будемъ Н1»гЬть 
такой рядъ уравнешв: 

р ' ^' /С- /ч----' д' 

я, г, «^ й, г. ' 

-=И,-1---, — А = — г-*- +-^-, 



откуда выводвиъ < 



-1^.: 



6^-^ 



НотакъкакъкаждыЙизъостатковъг, г,,г2, . . . мепьшер, то 



. Г-1 



пли /•■ 

и с,1Е;!Овательно ' г^ ^ч 



7^/'-';=/»-/ 



-«(< 1. 



Это показываетъ что 



всл-{;дств1е чего сумму 



можно написать такъ: 

р р^ Р^ 

и теорема такямъ образомъ доказана. 
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Сл'бдствхе. Если п = а-+-о-1-. . .-^с, то отношенге ^ 



1.2.3. ..л 



(1.2...а)(1.2...д)...(1.2...с) 

есть число цгьлое, ' _1 

Действительно, пусть р означаетъ какое либо изъ простыхъ 
множителей, входящихъ въ составъ знаменателя. Изъ уравнен1я 






какъ сл'Ьдствае, вытекаетъ рядъ такихъ неравенствъ: 7**,.,.- ^^^Г.^/^с^^^.:..' 



^2= р2 р2 р2 1 






Отсюда, складывая неравенства почленно, получаемъ 

Е — н ^Е/— о '"»- . . '^Е — I-^Б-«-I-. . . 

Р Р^ ~ Р р^ 

-^Е-'^Е^-^. . , 

р 2^ 



Е — ■(^-^Б— «н-. . . 

Р Р^ 



Последнее неравенство показываетъ, что р входитъ въ со- 
ставъ числителя съ показателемъ не ниже, ч^мъ въ составъ зна- 
менателя. Следовательно въ настоящемъ случае услов1я дели- 
мости числителя на знаменатель удовлетворены. 

3*10. Теорема. Пусть Р(х) изобраэюает^ъ произведете всгьхъ 3'^'-< 
цтьлыхъ чиселъ^ не превышающихь количества х;^а 'к{х) — про- 
гФзведете всгьосъ простыхъ чиселъ^ не превышающихь х; въ случать 
ее <С2 слгьдуетъ подразумгьвать Р{х) = тт: (^г) == 1 . 



Мь,и . г. ^чп" ^ 



^) 'VV]Р'Vи "Рсл^'Ь X МуО^ч-^^Ъ 5'ьлА>ч(а не. V^и-/-^€.. . 



•1! 



Др« такомъ обозначены цлтетъ мгьсто слгьдующее равен- 
ство : 

РИ = 7еИ7е(|-),1(|).. . 

.(У^).(|/|).(|/|)... 



Въ тждой строкгь но второй части слгьдуетъ остановиться 
на множитеАгь равномъ 1 ; число строкъ опредгъляется наймет.- 
тима ц'(ы/шмъ чмелолг г, удовлетворяющимъ неравенству х <^'2'^. 

Для доказательства обозначимъ чрезъ р,,Р;^,Ря,. . . про- 
стат чяыа въ ыатуралыюмъ ихъ порядк-Ь, такъ что ^^, = 2, 
1)^:= В, Рд=:5 И Т. Д., И напишемъ разложеше произиед^чп!I 
. 1. 1*. 3. . .« на простые м[10жите.га 

Е — -^-ЕА^-^..\/Е^ч-Е^-^...) 
I . 2. 3 ... « =(р^ Р| Р1 /'р^ Рг Р2^ '. . . , 

[ !к ' У 

НЛП. проще, такъ: 

ПЕ— -неАч- ... 

гд1' .'«ткъ произведен1я простирается на значен1я г = 1, 2, 3, ,,. . 
Подставнвъ зд-Ьсь на м'бсто знака Е его выражен1е по а^пр- 
му.1'1; (си. п" 9) 

[|||,1\чаеиъ 

1. 2. 3. . .я:=Др/'г'>)'^Ч2^)'*'^(з]^)'^-- 



Цл" 
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Это удобнее представить такъ: 



1 



■ 

. 2. 3. . .м = Ц1). \^/[[^),. \2^)Пг»/1з^). . . 

9 « » 

Д;,;(5) Цр/Ш Пр/Ш. . . 

I г • 

]1р;Ш Цр/Ш 1[р;Ш . . . 



Общее выражеше множителей во второй части есть 

4 

И ясно, ЧТО оно представляетъ произведете всЬхъ простыхъ 
чиселъ, удовлетворяюп:1,ихъ неравенству 



.г 11_ ^ ? 



или, одно и то же, 

г 



иф 



Поэтому можно написать 



][р;Ш=.(у^). 



Внося во вторую часть предыдущаго равенства на м'Ьсто 
каждаго множителя соответствующее ему выраженхе по послед- 
ней Формуле, получаемъ 
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1. 2. З...п = к(п)т1(|-)х(|)... 

,(У;).(/|),(|/|). . . 



Это и есть та Формула, которую мамъ сл'Ьдовало вывести; 
только зд'Ьсь мы имЬемъ частный случай; ж = м есть число ц-Ь- 
лое. Остается следовательно пров'Ьрить справедливость теоремы 
въ тоиъ предположен1и, что количество х содержится мв/кду 
двумя Ц'Ьлыми числами « и к -н 1 , 

Для этого зам^чаеиъ, что н^тъ такого ц-йлаго числа к, ко- 
торое удовлетворяло бы неравенствамъ 

ибо въ противномъ случа-Ь мы нм^ли бы 

что невозможно по предположен1Ю. Сл'Ьдовательно 



<у^)-т 



Внося во вторую часть предыдущего равенства па м^сто 
каждаго множителя его выражение по посл'Ьдней Формул'Ь, и 
замечая, что первая часть равна Р{я>), получаемъ 
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а) Р(а;) = и(а;)7п(|-)7с(|-)... 

.(у^).(|/|)^(у/|);.. 



Что и следовало доказать. 

Сл'Ьдствхе 1. Шображая чрезъ Т{х) сумму логаривмовъ 
всшсъ цгьлыосъ чиселг^ не превышающихъ количества ж, а чрезъ 
в{х) сумму логаривмовъ всгьхъ просшыхъ чиселъ^ не превышаю- 
щихъ X, имгьемъ 

(2) . . . .Г(д!) = -?(«)н-в(|)-ьв(|-) 



3 8 



• • • 



Въ случать X <С2 слгьдуетъ полагать Т{х) = 6(х) = 0. 

Равенство это получается непосредственно изъ (1) логарие- 
мировашемъ об'Ьихъ частей. Мы отм'Ьчаемъ его зд'бсь потому, 
что въ извФстныхъ изыскашяхъ Форма (2) предпочитается (1). 

Обозначая чрезъ ф(ж) Функщю 

3 

^\,{x) = в{x)-^-0{Vx)-*-6{Vx)-^-. . ., 
им'Ьемъ 

(3) ад = ф(х)-нф(|)н-ф(|)-*-. . . 

Важность равенства (2), или все равно (3), зависитъ отъ 
того, что оно даетъ средство для опред'Ьлешя двухъ пред'Ьловъ; 
между которыми заключается значеше 0{х). Подобные пред'Ьлы 
можно выводить съ помощью разныхъ прхемовъ, но не всЬ бу- 



I 



д\тъ ■одиваково хороши; приходится предпочитать -гб. которые 
блюне подходятъ къ Д'Ьйствительному зпачешю 0{х). Здт^сь не- 
возможно вдаваться въ подробности этого рода ; читателя, же- 
лающаго ближе познакомиться съ сущностью предмета, отсыла- 
ей1ъ къ мемуару Чебышева о простыхъ "гаслахъ, помещенному 
въ ссмнадцатомъ том* журнала Л1увиля. Однако, для примЬра, 
пт.шедемъ одну Формулу, вытекающую изъ (3) почти яепосред- 
(чвевно; она заимствована изъ упомянутаго мемз'ара. 
Сл'6дств1е 2. Имтьетъ мпсто равенство -^ 

ад-г(|^)-2-(|)-г(|)_г(|) 

=Гф(:.)-ф(|)-нф(А)-ф(^)^ф(й)- 

§?]~Нй)-^ 



(1) 



-Нв)-+Й)-Ф(г,)- 



(I) 



-+(| 



гФь 60 второй часши всгь члены составляются изъ первыхт, шест- 
надтти, увеличивая послгьдовательно знаменатели 1 , 6, 7, ... 3 О 
мй 30, заттьмъ на 60 и т. д.; знаки чередуются поперемгтно. 
Изъ (3) выводимъ 

-^'1'(в)-^+(га)-*-'1'(ш)-^- • ■ 
-*(т)-ФЙ-*(й)--- 

-ф(1)-*Ш-Чи)--- 
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Вторая часть этого равенства есть вида 



АМ^)-^А^{^] 



щ^ 



гд-Ь ^^1, и4.з, . . . изображаютъ д^лые коеФФИщенты. 

Для опред'Ьлен1я А^ необходимо различать четыре случая: 
1"*. Если значекъ п не д-Ьлится ни на одно изъ чиселъ 2, 
3, 5, тогда членъ ф(^) встречается только одинъ разъ въ пер- 
вой строке, и потому им^емь А^^=1. 

2*". Если п Д'Ьлится на одно только число изъ ряда 2, 3, 5, 
тогда членъ ф(^) встречается два раза: въ первой строке и 
въ одной изъ трехъ последнихъ строкъ; всл'Ьдств1е этого им^- 
емъ^^ = 0. 

3*". Если п делится на два числа въ ряду 2, 3, 5, а на 
третье не делится, тогда ф(— ) встречается три раза: въ пер- 
вой строке и еще въ двухъ изъ трехъ последнихъ; поэтому 
имеемъ Л^ = — 1 . 

4"*. Если п делится на 30, тогда ф (— ) встречается пять разъ: 
по одному разу въ каждой строке ; следовательно Л^ = — 1 . 

Такимъ образомъ легко определить значеше А^] при это»1ъ 
следуетъ заметить еще, что отъ увеличеп1я значка п на целую 
кратность числа 30, значен1е коеФФиц1ента А„ не меняется. На 
основанш этого закона пер1одичности все коеФФИЦ1енты А^^ 
начиная съ А^^ определяются съ помощью нижеследующей таб- 
лицы, содержащей зиачеп1я А^, А^^ , . .до А^^ включительно. 



Л = 1, 


А,-1, 




^'^13 1? 




^9 1, 




^25 - 0, 


А, - 0, 


Л = о, 




А,,-0, 




-^20 


1, 


Лв - 0, 


Лз = 0, 


Л=о, 




А: - 


1, 


Л 0, 




^27 - 0, 


Л-0, 


-^10 


1, 


Лв - 0, 




Аоо 0, 




^28 = 0, 


А-0, 


41-1, 




Лт 1, 




-^23 1 ? 




-^29 ^^ 1 ? 


Л- — 1, 


-^12 


1, 


■^18 


1, 


^24 - 


1, 


-^30 






24 



Бяося в-ь предыдущее равенство на вгЬсто коеФФиц1ентовъ 
А^, А^,. . . соотв'Ьтствуюиця числа, получаемъ ту Формулу, ко- 
торую следовало доказать. 

Характерное свойство ФОрмуль! (4) состовтъ въ томъ, что 
во второй ея части знаки -1-й — взаимно чередуются. Прини- 
мая сверхъ того во вниман1е, что чнсловыя величины членовъ 
по свойству своему не иогутъ возрастать, заключаеиъ так1я 
неравенства. 



-Ф(|)<ад-нг(|)-г(: 



_Г±_Г4. 



;фм. 




Въ упомянутомъ выше мемуар^Ь они играютъ весьма суще- 
ственную роль. 

1 1 . Во многихъ вопросахъ теор1и чиселъ необходимо принв- 
1^-- нать во вниманге число чиселъ простыхъ относительно какого 
д. нибудь даннаго числа а и не превышающихъ а. Такое число 
принято изображать чрезъ 9{а). 

Если число а небольшое, значенхе <[>(а) можно опред'Ьлить 
непосредственно, такъ, наприм-§ръ, находимъ 9(1) = 1, (р(2)=1. 
(р(3) = 2, 9(4) = 2, 9(5) = 4, 9(6) = 2, ф(7)=6. 9(8)= 4, 
9(9) = 6, 9(10) = 4 и т. д. 

Значен1е Функцш 9(''^) вычисляется легко съ помощью п])()- 
стыхъ множителей числа а. Для этого им'йемъ теорему: 
С. Теорема, Пусть будетг какое угодно число 

Число чиселъ простыхъ относительно а и не пребыгиающихъ 
а, ипредгьдяется по формулл 



?(«) = »(1-1)( 



1- 



Теорема не им'Ьетъ и-бста въ случа^Ь я ^ 1 , ибо 1 не разла- 
гается на простые множите,™; но непосредственно видно, что 
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Если а=^р есть число простое, теорема очевидна ; ибо тогда 
всЬ числа въ ряду 1, 2, 3, . . .а, за исключешемъ посл^дняго, с^^шпАx^с^.сопс 
суть простыл относительно а; следовательно въ этомъ случае ^ !^^,,1['1Тг1* 
им'Ьемъ 



ф(«) = «— 1=1^(1— 7} 



Равнымъ образомъ справедливость теоремы пров'Ьряется 
очень легко и въ томъ случаЬ, когда число а есть степень про- 
стаго числа 

Тогда числа, не превышающхя а и не простыя съ а, суть 
сл'Ьдующтя : 

Ихъ число есть ^*~~^ , и если въ ряду 

1,2,3,. ..1)°^ 

вычеркнемъ всЬ тЬ числа, который содержатся въ предшествую- 
щемъ ряду, то оставш1яся представятъ вс^Ь числа простыя отно- 
сительно а и не превышающхя а. Число этихъ посл'Ьднихъ есть 
2>°^ — _р*~"* ; сл'Ьдовательно 



9(1'")==1^"(1-})-<^-^) 



Переходя теперь къ случаю, когда число простыхъ множи- 
телей, входящихъ въ составъ числа а, превышаетъ 1 , т. е. 
ш > 1 , мы от»1'Ьтимъ въ ряду 

(1) . Л, 2,3,4,. . .а 

сперва всЬ г6 числа, которыя не дЬлятся на_р1, ихъ число изо- 
бразимъ чрезъ 4>(^*; ^^О; зат'Ьмъ отм^тимъ въ (1) всЬ гЬ числа, 
которыя не д'Ьлятся ни . на тр^ , ни на ^р^ , ихъ число изобразимъ 
чрезъ ф (м ; ^^^ , 2?2) ? посл'Ь этого отм'Ьтимъ всЬ числа, не Д'Ьля- 
пцлся ни на одно изъ чиселъ Рг, Р2, Рз^ число ихъ изобразимъ 
чрезъ ф(^; ^?1, 2>2 5 Рг) ^ ™к'ь дал'Ье. 



^^ 



— 2С ~ 

Постараемся прежде всего опредЬлить число ф(й; ^)^). Для 
этого выпишемъ отд-Ьльно вс-Ь числа, которыя содержатся въ (I) 
в делятся яа />[ : 

(2) р„2р„3р„. . .-^р,; 

нхъ число есть — . Числа въ ряду (1), не заключающаяся во (2), 
не д^лятся шр^; ихъ число есть а — --; сл-Ьдовательно 

(3) ф{«;р,) = «(1-0 

Всё т* числа въ (1), которыя не д'Ьлятся ни на одно взъ 
пр(^стыxъ чвселъ 

оп11азуютъ дв'Ь группы: въ первую входятъ числа д'6лящ1яся на 
р- ^|, во вторую остальпыя, не д'6ляш,1яся на^),._^, . 
Числа первой группы заключаются"въ ряду 

Р._._. 1 2».. , , Зй..^, . . . — ^- ю,- , , , 

11 птличаются 'гЬиъ, что не делятся ни на одно изъ чиселъ р^, 
};,. . . .р^. Чтобы выд'Ьлить ихъ изъ посгЬдняго ряда, сл^Ьдуетъ 
о ти-Ьгить въ ряд)' коеФФИщеит(жъ 

1, 2, 3,. . .-" 

гЬ, которыя не Д'Ьлятся ни па одно изъ чиселъ у»!, р^,. . .р^. 
По вышепринятому обозначенш ихъ число выражается симво- 

ломъ 

^{у!1-;р„Р„. ..р,); 

■ поатсму тйыъ же сииволомъ выражается число чяселъ, образую- 
щихТ) первую группу. Что касается 'пгселъ второй группы, то 
и:)ъ самаго опредйленгя нхъ вытекаетъ, что число ихъ есть 
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Число чиселъ, образующихъ об'Ь группы, выражается сим- 
воломъ 

Ф(«;^?1,^>2^• • --Р*-); 

следовательно 
или 

Полагая зд^сь г = 1 , получаемъ 

Ф(«; Р1,Р2) = Ф(«; ^^1)~ ф(^; ^^1)^ 

а это, по Формул-Ь (3), приводится къ сл^^дующему 
ИЛИ, проще, 

(5) /'1'(«>^'1>^2) = «(1-^)(1-0 

Дал4е, полагая въ (4) г = 2 , получаемъ 

Ф(л; ^1, 2>2' /^з)= Ф(«; Рг^ -Рз)— ф(^; /^^ Рг); 

отсюда, внося во вторую часть на м^сто обоихъ членовъ ихъ 
выражешя по Формуле (5), находимъ 



или, проще. 



- 1-- 

Р2/ \ Рг. 



(6). . . Ф(«;^?1,2>2.1^з) = «(1— ^).(1- 

Продолжая раэсуждать подобнымъ образомъ, мы уб'Ьждаемся 
въ справедливости общей Формулы 

{7)'\>(а;р„р„.. .;,..) = а(1-^^)(1-1). . .(1-1). 
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Если теперь заи'Ьтимъ, что числа простыя относительно а 
п не превышаю1Ц1я я заключаются въ ряду 1, 2, 3, ... я и не 
дтЬлятся ни на одно изъ простыхъ чиселъ ^1, ^>а, . . .^'^, и что 
это составляетъ прнзнакъ характериствчестй означенныхъ чи- 
селъ, то ясно, что 9(в) = Ф(я; Рг, Р2, • • -Рт)- Сл4дова'1ельно 

Этаыъ теорема доказана. Прнбавимъ только, что посл'бднюю 
Форму.1у МОЖНО написать, не вводя дробей, такъ: 

Ф(«)=^'Л~^^'Л~^ ■ ■ ■р''^;^~^(^>,—'^)(р—'^)■ ■ -{р^-П 

Ксяи выполнить уиноженге во второй части, то выражен1е 

9(я) представится въ вид'Ь полинома изъ 2"* членовъ; каждый 
ч^енъ ям-Ьетъ видъ Ц'Ьлаго одночлена 

±р"^р"^ . . .р"«*. 

Половин'Ь членовъ предшествуетъ коеффищентъ -+- 1 , поло- 
вии'Ь — 1. Изображая для сокращешя члены съ коеФФИщентомъ 
-I- 1 чрезъ X^, Хд, . . .Х2'п— 11 ^1 члены съ ковФФИщентомъ — 1 
чрезъ А'^, Х'^, , . .Х'^т— 1, нм'Ёемъ 

9И=2>^.-2^'*' ('=!' 2'-- -З""^')- 

Для определен!» обоихъ суммъ, равно какъ и членовъ Х^, 
Х'| , Хд, Х'а, . . . , служатъ Формулы 

^ » \^^Р1 Х^Р1Р2РЗ ^^Р1Р2РЗР*Р$ Г 

зд-1сь зааки 2 во второй части изображаютъ суммы изъ произве- 
дет"» элементовъ , , , 
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сочетаемыхъ по одному, .по два, по три и т. д. Наприм'бръ, 
полагая 



(^=Р1Р^1\^ 



находимъ 



2\ =а(1 -^^)=Р.'Р^Рг{^ -^^.-^^з-^^з)' 

^^ • \^Р1 ^^РхРгРг) ^1-^2/'зур^ р^ р^ РхРгРг) 

Следовательно 

«Р {РхР^Рь) =Р1\'Рз-^Р1 Р^Рь -^Рг Р^^ -+-Р1\^ 

—Рг Р^Рь —РгР^Рь — Рг^Р^^ —Рх Рг- 

12. Теорема. Шли числа аиЪ суть относительно простыя^ СX(^и^/VУ\(уи 
то имтъетг мгьсто равенство ,^^н1^»у-ч ^^): 

<р(аЬ)=:^ф(а)ф(Ь). 

Теорема эта есть сл'6дств1е предыдущей, но можетъ быть 
доказана независимо; тогда, наоборотъ, предыдущая теорема 
будетъ сл'6дств1емъ настоящей. 

Считаемъ полезнымъ привести зд'Ьсь оба доказательства . 

Первое доказательство, Такъ какъ числа 

относительно простыя, то ни одинъ изъ простыхъ множителей 
Р1^ Р2, ' • • не равенъ ни одному изъ мнолштелей д^, д^, . . . ; 
поэтому въ произведенш 



аЪ =- р,^^ р^^^ . . .^?1^(Ь^^д2^^ . .д 






множители ^р^ , 2?2 , . . .^^ суть различные, и сл'Ьдовательно 
,(й) = а*(1-1)...(1-А)(1-±)...(1-М. 



Г" 

к 

^^Ш равен 

1^ 



Переставляя множители во второй части, можно послЬдиее 
равенство написать такъ: 

а ат(1 очевидво приводится къ сл'Ьдующему 

<р(ай) = 9(о) 9(Ь), 

и тоорема такииъ образомъ доказана. 

Второе доказательство. Напишемъ три ряда чиселъ, 



О, 1, 2, 3,. 
О, 1, 2, 3, . 
О, 1, 2, 3,. 



. п, . 



II взпвъ какое либо нзъ чиселъ перваго ряда, положимъ I, раз- 
д(;лимъ его раэъ на а, другой разъ на &; остатокъ отъ перваго 
Д'Ьленш содержится во второмъ ряду, отъ втораго — въ треть- 
емъ, Обозначивъ вхъ чрезъ »и н », им^емь 



1^аЬ-*-т, 



1 = Ък~ 



'Гакимъ образомъ каждое изъ чиселъ въ первомъ ряду окре- 
д^Ьляетъ н^Ькоторое, ему соотв'Ьтствующее сочетаете (т. и) изъ 
одвого числа втораго ряда съ однимъ числоиъ третьяго ряда : 
Зависимость эта сопровождается сл'Ьдующими обстоятельствами. 

1°. Различнымъ чгкламъ I соотвгьтствуютв различния пщуы 
(т, п). 

Д1йствительно, допустимъ противное; пусть двумъ иерав- 
пымъ тасламъ I и I' отв'Ьчаетъ одна и та же пара (т, «). Тогда 
будс1гь им'Ьть уравнен1я 



^ ^ яА -*- 7» , 



1 = Ыс- 
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изъ которыхъ выводимъ 

1 — 1'=а(Ь — Ь\ 1 — 1'=Ь{к—к'). 

Отсюда заключаемъ, что разность I — Г д'Ьлится на оба числа 
а ш Ъ. Но а и Ь относительно простыя; поэтому I — I д'Ьлится 
на аЪ, — заключеше невозможное; ибо I — Г неравно нулю и 
по числовой величин'Ь меньше аЪ. 

2^. Для всякаго сочетатя (ш, >г), составленнаго изъ двухъ 
произвольно взяшыхъ чиселъ^ одно во второмъ ряду^ другое въ 
третьемъ^ найдется такое число I въ первоиъ ряду, которое 
будетъ состоять съ (ш, п) въ вышеуказанной зависимости. 

На самомъ д'бл'Ь, опред'Ьливъ сочеташя (ш, п), отв'Ьчающхя 
всбмъ числамъ въ первомъ ряду, мы будемъ им'Ьть аЪ различ- 
иыосъ паръ (т, п), то есть ровно столько, сколько имеется ихъ 
всЬхъ, 

3^. Если число I есть простое относительно аЪ, то въ соот- 
вгьтствующей ему паруъ (т , п) число т есть простое относи- 
тельно а, а п простое относительно Ъ. 

Допустимъ противное; пусть а п т им'Ьютъ общхй делитель 

с? > 1 . Уравнен1е 

1 = а1г'-^т п 

показываетъ, что тогда I д'Ьлится на с1. СтЬдовательно^/ и аЪ 
им'Ьли бы общш д'Ьлитель й, что противор'бчитъ предположенпо. 

4^. Если въ сочетант (ш, п) число т есть простое отно- 
сительно а, а число п простое относительно Ь, то соотвп>т- 
ствующее число I будетъ просты мъ относительно аЪ. 

На самомъ д'Ьл'Ь, изъ уравнен1й 

/ = аЛ -н ш , 1 = Ък-^п 

первое показываетъ, что число I есть простое относительно а, 
второе — что I простое относительной. Число ?, будучи про- 
стьщъ относительно каждаго изъ чиселъ а и Ь, есть простое 
относительно произведен1я аЬ, 



> 



принимая въ соображение все вышедоказанное, переходимъ 
теперь къ первому ряду, и выд-блимь нзъ него всЬ числа про- 
стыл еъ аЪ; пусть они будутъ 

I, Г,1",. . .?*-", {г = 9(аЬ)); 

йхъ число равно Ц){аЬ). Составляемъ для каждаго изъ нихъ со- 
отв'Ьтствующую пару 

{т, и), (т\ и'), {ш", п"), . . . (т'*~", п<*~''). 

Эти пары будутъ представлять всевозможньтя сочетан1я 
одного изъ чиселъ простыхъ относительно о и не пре^ышаю- 
щйхъ а съ однимъ изъ чиселъ простыхъ относительно Ь п 
не превышающихъ Ъ. Число такихъ сочетан1Й очевидно есть 
Ф{а) 1^(Ь); поэтому имйемъ г, = ф(я) (р(6), то есть 

Что и следовало доказать. 

Сд'Ьдств1е. Еслп а,Ь,с,. . .й суть числа относительно 
уротшя, то 

<^{аЬс . . . й) = ф(й) 9(6) ш(с) . . . ^{й). 

Это доказывается прии1;ее1цеиъ посл'Ьдней теоремы н^- 
ски,1ько разъ. 

Полагая • 

па основати нредыдущаго заключаемъ 

(р{й) = 9(^1"') Ф(Рг"') ■ ■ ■ 9(Р'^^)- 

Огсюда видимъ, что съ помощью посл1Ьдней теоремы вопросъ 
объ опред'6лен1И ц>{а) при а еложномъ приводится къ частному 
случаю, когда о есть степень простаго числа ; по тогда опред'Ь- 
лсше 9(«) не представляетъ никакого затруднения, какъ это было 
показано ранбе. 
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13. Теорема. Если есть дтьлители числа ^9_^5^^<^ 

>»^ 1С*>1а 15(01) 

обозначимъ чрезъ А^ д,^^ й^^, . . , то имтьетг мгьсто такое ра- 
венство : 

9(ег) -*- 9(^1) -*- 9(^2) -»-...= а. 

Эта теорема можетъ быть очень легко проверена, если 
воспользоваться изв']^стными выражен1ями количествъ 9(^7 
9(с?1), . . .; не мен^Ье интересно и другое доказательство, непо- 
средственное, не требующее, чтобы намъ было известно выра- 
жеше Функдш (р{а). 

Мы изложимъ оба способа. 

Первое доказательство. Перемножая между собой алгебраи- 
чески т, полиномовъ вида 

1 -»- 90,.) -^ 9(1^/) -+-•••-*- фОЛ')/ 

гд* значекъ г принимаетъ последовательно значешя 1, 2, 3, ... т, 
получаемъ въ результате сумму 



которая простирается на значенхя показателей 

0<Х^<а^, (г=1, 2, 3, . . .т). 

Такъ какъ простыя числа 1?1, ^?2, . . *р^ в.сЬ различны, то 
последнее выраженхе можно написать такъ: 

а это въ. свою очередь можно написать проще такъ: 
где знакъ суммы простирается на все делители числа а. 

п. 3 



1 
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Итакъ, им^мъ равенство 

Ц(1 -»-?(?,) -ьч>(р,")-|-. . .н-т(г<Л))=2''"*- 

Съ другой стороны иьгЬемъ 

1 -^ тО,) -^ Ф(рЛ -<-•■■ 9(Р1°') 

= 1-.-(г,-1)(1-|-^,,-н. . .-нр,"-') 

сл'Ьдоватедьно 
пли, проще, 

Что и сл-Ьдовало доказать. 

Второе доказательство. Если Л есть какой нибудь изъ д-6- 
лителей числа я, то число чиселъ, не превышающихъ а в им-Ьго- 
щвхъ съ а, каждое порознь, общ1й наибольш1Й дйлвтель й, 
есть ^{•^)', ибо веб означенный числа получаются изъ Формулы 

при1)авнивая въ ней перем1Ьнное { различнымъ числамъ, лро- 
стымъ относительно ^ и не превышающимъ 4-, 

Бозьмемъ теперь во внимание веб числа огь 1 до а включи- 
тельно, и расаред'блимъ вхъ на группы, согласившись предвари- 
тельно зачислять къ одной и той же групн-Ь тк изъ нихъ, кото- 
рь]я съ числомъ а им'бютъ одинъ и тотъ же обпцй наибольш1Й 
Д'Ьлитель. Число такихъ группъ равняется числу различныхъ 
Д'Ь.чителей числа а, и каждая изъ ниХъ определяется соотв'Ьт- 
ствующвмъ д'Ьлителемъ Йу; число чиселъ, принадлежащихъ къ 



35 — 



одной и той же групп*, есть 9{^\ Следовательно число чиселъ 
во всЬхъ группахъ равняется сумм* 



• • • 



и такимъ образомъ получаемъ равенство 



'р(т)-+-'рЙ)-*-фШ 



. = а 



НОуС'Ье^вйхк. 



которое можно написать просто такъ: 

9(^)-^ ?№)-*- 9(^2)"*-- • • = «» 

ибо числа ^^ ^^ ^г- - • составляетъ некоторое перем^щеше • 
чиселъ ^5^1,^2,... Посл'Ьднее равенство есть именно то, ко- 
торое следовало доказать. 

14. Полагая въ равенств* ^Ульшс^лч. Л- 

(1) У,9{с1) = <^ 

I 

а= 1, 2, 3, . . . получаемъ рядъ такихъ уравнешй: 

<Р(1)=1, 
(р(1)-+-<р(2)=2, 

(р(1)-н(р(3)=3, 

(р(1)-|-(р(2)-н(р(4) = 4, 

<р(1)-»-<р(5)=5, , 

<р(1) -1-9(2) -1-9(3)-+- 9(6) = 6, 



Отсюда выводимъ 

9(1) = !, 9(2)=1, <Р(3) = 2, 9(4) = 2, 

9(5) = 4, 9(6) = 2,... :>.-'- .'/Ь-'^ -^ ■-. ;• .■•';•» 

о* 




. > • ■ 

;г ■ ■■ . 

?.••■:■-■ 
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Следовательно равенство (1) опред^ляетъ собою вполн'Ь 
Функщю 9 (а), и выражете последней можетъ быть выведено 
какъ сл'бдствхе изъ (1). Мы не будемъ однако останавливаться 
на этомъ, а прямо покажемъ р-Ьшеше более обш.ей задачи, 
играющей существенную роль при некоторыхъ изыскашяхъ 
въ алгебре и теорш чиселъ; вопросъ состоитъ въ томъ, чтобы 
по данной Функпди Да) ц^лаго переменнаго а найти такую Функ- 
щю ф (а), которая удовлетворяла бы равенству 



т 



2 Ф(<г) =/•(«), 



где знакъ суммы относится ко всемъ делителямъ с1 числа а. 

Въ частномъ случае, когда Да) = а , имеемъ ф(а) = 9(а). 
Прежде чЬмъ приступить къ общему решешю, следуетъ удосто- 
вериться, что равенство (2) вполне определяетъ собой искомую 
функщю ф(а). Для этого въ (2) полагаемъ последовательно 
а= 1, 2, 3, . . . ; получаемъ 



+(1) 
Ф(1) 
Ф(1) 
Ф(1) 



т, 

ф(2) 
ф(3) 
ф(2) 



т, 



откуда выводимъ 



Ф(1) 
ф(2) 

ф(3) 

ф(4) 



/(3) 

т 



Я1), 

Д1), 
Я2), 



Эти равенства даютъ возможность определить значен1е ф(а) 
при какомъ угодно а. Чтобы составить общее выражете Функ- 
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ЩИ ф(а), подставляемъ въ об-Ьихъ частяхъ (1), на м-Ьсто а, Л^ 
(2^ , . . . разложешя этихъ чиселъ на простые множители, обозна- 
чая эти посл^дше букввш1 р^, р^, . . .; затЬмъ на м-Ьсто 9(й), 
9(^1), . . . подставимъ соотв'Ьтствуюпця выражешя по Форму- 

ламъ 

9((*) =2Х — 2Х', 

9(^1) = 21«. — 2|1.',. . . 
Всл'Ьдствхе этого равенство (1) принимаетъ видъ 
(3) ..... . .2/2Х-2Х'] =р,*^р,^. . .р'^; 

гд'Ь об* части, относительно б^к&ър^^р^^. - -Рщ^ представля- 

ЮТЪ Ц'ЁЛЫЯ Функцш. 

Но очевидно, что равенство (3) представляетъ тожество 
относительно буквъ р^^^ р^^ . - -Рт^ разсматриваемыхъ какъ не- 
зависимый перем^^нныя ; поэтому на м^сто различныхъ одно- 
членовъ въ об'Ьихъ частяхъ (3) можно подставлять каюя угодно 
новыя количества, и равенство отъ этого не нарушится. Мы 
воспользуемся этимъ замбчашемъ сл^дующимъ образомъ. Обо- 
значая чрезъ и любой членъ въ равенств* (3), взятый безъ пред- 
шествующаго ему знака, подставимъ Дм) на м4сто и, и примЬ- 
нимъ эту подстановку ко всЬмт^ членамъ. По совершеши такого 
дМствхя получается новое равенство 

Зд-Ёсь разность двухъ суммъ 

определяется вполн^Ь д^лителемь с?; ^е сл^Ьдовательно можно 
разсматривать, какъ Функщю ц^лаго перем^ннаго (?, и если изо- 
бразить ее чрезъ ф(с?), то последнее равенство принимаетъ видъ 



2 т = я«), 




^ 



совпадаюоцй съ (2). Это доказывзетъ, что Фу11кц1я 

есть искомая, н таквмъ образомъ по1учается сж'бдующая тео- 
рема. 

^ . ТборемЗ! Пусть ({а) изображаема произвольную функилю 
тьлаю п^емтьнпаго а , ф(а) — искомую функцш, которая должна 
удовлетворять равенству 

гд^ь знака суммы простирается на есть дплители числа а. 
Для опредпленгя функцги ф(а) служить формула 

гдгь знаки суммы относятся къ различнымь сочеп^ан^ямъ про- 
стихъ дгмителей р^, р^, . . . числа а, по одному, пс два, по три 
и шакъ балле. 

Сл'1дств1е. Если {{а) изо&ражаетъ произвольную функцгю 
гтлаю п^)емгьннаго, а ф(а) — тахую функцгю, которая удовле- 
творяепа равенству 

Д^ф№ = Яа), 

гдчь знакъ произведенья простирается на есть д*ьл1т1еди числа а, 
то функиля ф(а) опредпляется посредствомъ ({а) по сл1ъдующей 
формулп: 

/(а)П/(-^-]п/(' V.. 



^А—\аЛ—^— 

\Р\' \Р1НТ 



гдчь знаки произведенья простираются на различные сочетангд 
изъ ^ростыхъ множителей числа а по одному, по деа и т. д. 

Действительно, принявъ 1о§ {(а) за данную Функц1Ю, и обо- 
значивъ чрезъ 1оё ф{а) искомую Функщю, которая должпа удо- 
влетворять равенству 



г 



2^108 ф(<г} = 1оёЛа), 
для олред1лен1я 1о^ ф(а) им-бемъ -кориулу 

1овфИ = 1о8Ло)-21овГ(^)-^2'°8/'(г^,)-- • • 

Если перейдемъ отъ логаривмовъ къ чисжамъ, то сораведлн- 
вость сл^дотв1я обнаружится непосредственно. 

15. Примгьръ 1. Положимг, что для всякого значетя пере- -Пчи.м 
мтъннаго х импетъ мтьсто равенство 

ад = фИ-ь+(|)н-ф(|)н-ф(|)-н. . .; 

тогда фунщгя ф{а;) моокетъ быть выражена чрезъ Т(х) по фор- 

М1/Л1Ь 

+(х) = А,Т(х) -н 42'(|) -н ЛГ(|) -ч- . . . , 

гд1ь ^,, Л^,. . . суть неизвпстные коеффицгенты, которые 
требуется опредплыть. 

Внося во вторую часть посл'Ьдняго равенства, на вгЬсто Т{х), 
Т(~\,. . . соотв'Ьтствующ1я выражены, получаемыя изъ пред- 
шествующей Формулы, в загЬмъ, приравнивая между собою 
коеФФИЦ1ееты въ об'Ёихъ частяхъ у ф{а!), У ф!"!")! У ф(у)ит. д., 
ло.15'чаемъ рядъ ураваен1Й: 

Л, н- Л = О, 



которыя, за 11сключен1еиъ перваго, получаются изъ общей Формы 
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гд'Ь знакъ суммы простирается на всЬ д'Ьттел тасла н. Изо- 
бражая следовательно чрезъ /"(») Функщю Ц'Ёлаго перем'Ьннаго », 
которая при « = 1 равна 1 , а при п > 1 равна нулю, можеиъ 
написать 

гд'Ь знакъ суммы простирается 'на всЬ д'Ьлителя числа п. 

На основаЕаи вышедоказаныой теоремы язъ посл-^дняго ра- 
венства выводииъ 

Отсюда заключаемъ слтЬдующее. 

1°. Если въ составь числа п входить по крайней м'Ьр-Ь одинъ 
простой множитель съ показателемъ выше 1 , то 

2°. Если въ составь числа п входить ц. различныхь про- 
стыхъ множителей, каждый съ показателемъ равныиь 1, то 

Л = (-1Г- 

Внося въ выражен1е Функщи ф(х) на и^сто коэФФШцентовъ 
Д, А^, . . . И1ъ значешя, получаемъ Формулу 

ФМ = ад-г(|)-г(|)_г(|)*г(|)-г(|) 

Прилиьрг. 2. Далш функщя 

отсюда аыводыт 

треб!/ется 'т^едплить коеффицгенты А^, М, Ад,. . . 
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Разсуждая подобно цредыдущему , мы находимъ для^^ ? Л» > • • • 
совершенно гЬ же значешя, что и въ предшествующей задач^^. 
Сл']^довательно ттЫшъ 

^(а;) = ф(ж) — ф(Уж) — ф(Уж) — ф(Уж)-нф(Уж')- 



■ • • 



Если ^(х) изображаетъ зд*сь ту же Функщю, что и въ 
предыдутцемъ прим'Ьр'Ь, то въ посл*днемъ равенств* можно под- 
ставить на м^сто членовъ во второй части соотв'Ьтствуюш.хя имъ 
выражешя посредствомъ Функщи Дж), и написать 

^(ао=ад-т(|)-т(|)-т(|)-нт(|)-. . . 



т(У^)^т{^^т{^^т{Щ-т{Щ 



т{У^^т(^-*-т(^ 



Т{Ух)-л- 
Т(Ух) — 




Въ посл^дненъ равенств'^ подъ в{х) и Т{х) можно, между 
прочимъ, понимать логариемъ произведен1я вс^хъ простыхъ чи- 
селъ, не превышающихъ а; , и логариемъ произведешя вс^хъ 
ц'Ёдыхъ чиселъ, не превышающихъ х. 
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(ГЛАВА II. 
Р'^Ьшен^е въ п^Ьлыхъ чно1ахъ н^кольенхъ неопред^аеЕныхъ задачъ. 

* § I, Общее р%шен1е динейнаго однороднаго уравненЫ. 

^м-1.с^б 16. Теорема. Если й^, й^, . . .а^ щьлыя числа, не имгьющгя 

^пеорслу^с- общат дгьдителя, то всгь рпменгя №ь чтьлыжг ул»см1ал о 
наго уртвяенгя 

о, а;, и- Оа а;^ -ь . . . -4- а^ ж^ ^ О 

опредгьАяются по формулами: 

^1 = «1 к^ -^ «а *1,а -^ ■ • ■ -^ % '!,«> 



гдть ^-^^, . . .1 шображаяотъ цчьдыя перемпнныя числа, г1зг 
которыть 
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суть проиэвомныя, остальныя же выражаются тот: 
«о = —«,.„ «,., = 0. 



Щ 






Теорема очевидна въ случае и =2. Чтобы доказать ел '^ '^^ : | 
справедливость ппи всякомъ данноиъ п, можно ввести предполк- 
жеше, что она уже доказана во вс-бхъ случаяхъ, когда числи 
неизв^Ьстныхъ меньше п. Этимъ мы воспользуемся для дока:1а- 
тельства, что всякое решете уравнешя •'' г{ I {• 

(1). . щх,-*-а^х^-*- . . . -*-а^х^^ О 



ш\\ 



получается изъ Форыулъ, приведенныхъ въ теоревгЁ. 

I. Что всякая система чиселъ, опред'Ёляемая означеннывга Фмр- ^-< 

мулами, д-бйствнтельно даетъ р^шеше уравнен1я (1), въ гтимъ .> 

мы удостоверяемся непосредственно, внося въ (1) на м4с1Т1 к > 

^1, х^,... соотв'Ьтствуюгщя выражевоя и принимая въ сообрл- _"* 

жеше, что*(.= — (^^, ^(^=:0. '^ 

Кв..?#п«т5^Пусть дана будеть какая нибудь система чиселъ а:,, а;^, . . . х^^. ! ' 

представляющая р'Ьшен1е уравнешя (1); возьмемъ во внимл[!!е * 

одно изъ этихъ чнселъ, наприн^Ьръ х^, и найдемъ п — 1 чнсе.5ь ? - 

»1,т- «2,™> ■ ■ ■ «™-.,™= «тн-1,«. ■ ■ ■ \т> Удовлетворяющчхъ 1 ^ 

уравнешю • ; 

«1 «1 -. ■+• я, м„ „ -I- . . . -н а„ , м„ ,„н-о_ .,«_., „ч- . . 'с 

-I- 0„ М Ч- Ж^ = 0. ^ * 

Так1я числа всегда существуютъ; ибо обпцй наибольппй °-^ 

д'Ьлител коеФФИщеЕпювъ о,, о^, . , . о„_,, о^^^, . - . о„, на ' ^ 

основаши (1), д-Ьлитъ х^'. "^ • 

Внося въ (1) на м^сто я:^ выражеше, получаемое изъ \и<- ^ • 

сл'Ёдняго уравнешя, им^енъ : ' 

„»„.,„)-!-. . .-»-о„{ж„ — о_,и__.) = 0. 



1 


а,{х,- 


- "» »., 




-^«тч-Д^™ 


-и — <* 


)1Г,. 


4=1, Гд^м^ 0. 


«,*»Л 


^^ 





«.в1(1.1*ПЧ ')1Ъ4*4''УП« I 
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Разсматрнвая это уравнев1е, какъ однородное съ и — 1 не- 
НЗБ-Ёстпыми, наосноваши сд-Ёланнаго выше предЕоложеигя, можно 

написать: 






-'*«■«„ ,_ = г''М«, 



-«™И™^..-. = л^«™ 



Я=„ О!™ М„™ =5^»-1 -•- -1-З^И„_» 

л т п,п1 й^^ п^ й^^ п^» 

гд-Ь й^ есть обпцй наибо1ьш1Й д^итель чиселъ в, , й^, . . . взд_1, 

'^тч-П ■ ■ -"^п! '^■•'•'3, «,,,!*]„, . . . связаны УСЛ0В1ЯМИ «,.,.= — и^^, 

Посл^днгя ур^нетя, взятыя вм^стЬ съ однимъ изъ пред- 
шествующихъ и будучи приведены въ надлежащ1й порядокъ, 
даютъ еамъ сгЬдующую систему: 



(2) 



й^ Ж, = «1 «1 , -Н . . ■ -»- «т '^ш "1 ш "•" • ■ ■ "•" °п **! г 
Й^ Ж^ =: 05 «д , -»- . . ■-*- ^т^т^«п~*~ • * ■ "*" '^п "я 
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приГ чемъ опять зам-бчаемъ, что коеФФИщенты во вторыхъ ча- 
стяхъ у буквъ а, , ад , . . . а^ , расположенные по д1агонали, равны 
нулю, а каждые два, симметрически расположенные относи- 
тельно д1агонали, равны по числовой величине, но знаки ихъ 
противоположны . 

Числа ^1 , б?2 , . . . е?^ не им'Ьютъ общаго д'Ьлителя ; поэтому 
мы можемъ найти числа А, , Ад , . . . А^ , удовлетворяющхя урав- 
нетю 



(3) 



\ й^ 



К ^2 



* • 



А^ й^ = 1 . 



Найдя ихъ, мы умножаемъ об* части каждаго изъ уравнешй 
(2) на А^ и загЬмъ выписьгоаемъ отдельно всЬ частныя си- 
стемы (2), соотв'Ьтствуюпця значешямъ т= 1, 2, . , .п. Скла- 
дывая почленно сперва первыя уравнешя въ этихъ системахъ, 
затЬмъ вторыя и т. д., и принимая во вниман1е каждый разъ 
равенство (3), получаемъ новую систему сл'Ьдующаго вида: 









X 



П ^1 К,1 "^ ^2 ^п,2 



^П 'п,П » 



гд'Ь <л , . . . < суть ц'Ьлыя числа, удовлетворяющ1я условхямъ 



ПуП 



*„= 



ь^% ? 



I, , = 0. 



«?» 



Что и слЬдовало доказать. 

17. Для приложешя только что доказанной теоремы пока- :^!:^ •^■':\^^ 
жемъ р'Ьшенхе следующей задачи. -^,^ ""'' ' ■ -' 

Задача. Найти шесть чиселъ х^^ х^, х^^ «/^, у^^ «/д, которыя ^и. 
удовлетворяли бы тремъ такимь условгямъ: 



ЧУ% 




<^1У1 




^гУх 




— «1, 




— «2> 




ХзУз 




<^гУъ 




^2 Уч. 



= а 



3 5 



2?3 (^аКЗНиГХЗ- 7№31Ж~!гЗ 



(I» 



л. .г.. ;.^ 1^ ^ 1. 

1,_ л, /, = с. .в, Х, к, 

3. X, *. .(., г. •. 






п.~>^3{- Бышсату 









Ст вг'в.аг^*: Г',>:л^^:11п:у тта^&^сх Ек^грдяге 
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Окон.гвит^^10Н^с 19ге^**€4^и 'п.ви^гав^п^д- б**^'^»^»^*^***^* г)^рг*з«»-иг; 

Взявъ для ^1 , Уа > ^3 клкое угодно частное р'Ьшеше втораго 
уравнен1я (1) и положивъ, что у^, Уд, у^ не им'Ьютъ общаго де- 
лителя, мы дадимъ для неизв'бстныхъ ^,2, {^^, 1^^ значен1Я, удо- 
влетворяющая условш 



— Уз «1,2-^ 2^2 <1,8 — У1 «2,3 = 1 ; 
ыЬСоклш^ ГЛсиЛ^и^АЛГ^ »^^а^гсМ.Ъ ^ил^^*^ ЛК^Х с^и.С^'е^мсг. ч.м.сеи.г Ч,^^^'|^^^Л^1^^1' ^^*^^ 

-мц№ предыдущая уравнен1я примутъ слёдующш видъ: 



«1^1 


^«3. 


«1^1 


-^«9. 


0^2 У г 


«3^9 




^^Уг. 




^гУг 



= а. 



Это показываетъ, что числа х^^ х^^ Жд, у^^ у^^ уд, получен- 
ный по. указанному способу, составляютъ р'Ьшеше предложенной 
задачи. 

Этотъ методъ можно обобщить, но мы не будемъ надъ нимъ 
останавливаться. Покажемъ лучше праемъ для р^шешя другой 
задачи въ подобномъ род*. 



$ П. Соетавлен!е опред1^лителя, значен!е котораго равно 1, 
при данныхъ эдеиентахъ первой строки. 



^1 



18. Совокупность п данныхъ чиселъ согласимся называтьV!| у4 ,(Л1 
сочеташемъ и изображать для сокращешя одной буквой ' " ' ^^^^^^ 



На знаки чиселъ и на порядокъ, въ которомъ они разме- 
щены, никакого внимашя обращать не будемъ; такъ что можно 
написать 

(а, «1, «а, ад) = (а1, — ад, — а, а8) = (аз, — а, а^^ — а^. 



Два сочетан1Я 



■6'^(о, а,,. . .а, 
Т=(а, а\,. . .а 



-,). 
,-), 



1 



С0СТ0ЯЩ1Я йзъ одинаковаго числа элеиентовъ, въ которыхъ по 
крайней м'Ьр^ одинъ элементъ, наприи'Ёръ о, общ^й, а осталь- 
вые, соотв'Ьгственные одинъ другому, отличаются кратностью а, 
называть будемъ смежвыми. Наприм'бръ, два сочетая1я (3, 5, —7) 
и (3, 1 , 2) смежвы, ибо 5 = 2 -I- 3 и 7 = 1 ч- 2. 3. 

Въ днухъ смежныхъ сочетан1яхъ об1ц1е наибольш1е Д'Ьли- 
тели составляющихъ элементовъ равны между собою. 

Каковы бы ни были два смежныхъ сочетав1я 

8= {а, а■^, . . ■%_^) . 
Т=(Ъ,Ь^,. . .6„_,), 
ВСЯК1Й опред'|лнтель 

Ъ Ь,\ .-*„_ 

Ь'Ь\Ь\ 6'„_ 



&'"^'>Ь/"~'>Ь,<"^''. . .&'"_" 



въ которомъ алеиенты первой строки совпадаютъ съ элементами 
сочетае1л Т, можетъ быть преобразованъ такъ, что элемеиты 
первой проки будутъ совпадать съ элементами сочетан1я 5. 
Предложеше это вытекаетъ изъ основныхъ свойствъ опред-Ёли- 
теля, по когорымъ элементы первой строки можно привести въ 
какой угодно дорядокъ, можно произвольно менять знаки у 
этихъ л;е элементовъ и, наконецъ, къ лйбому изъ элементовъ 
Ьд, й^, Ь^. . . .Ь^ можно прибавить или вычесть произвольную 
кратность какого нибудь изъ остальвыхъ; при этоиъ приходится 
каждый раэъ производить надлежащ1я изм'Ьнетя надъ прочими 
элементпый опред-блителя. 



^ 
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19. Принимая во внимаше все вышесказанное легко дока- ^с^^ь Уиь 
зать, какъ найти р'Ьшеше въ ц'Ьлыхъ числахъ уравнен1я '"^|^^ ^*^ 



а а^ а^. . .а^__^ 






= 1, 



^ ^1 ^2- • •'^П— 1 



въ которомъ а, а^,. . .л„_1 суть данныя числа, не И1кгЬющ1я 
общаго делителя. 

Для этого мы прйнимаемъ во внимаше сочеташе 

5 = (а, «1,. . .%_,), 

и отм'Ьчая въ немъ самый малый по числовой величине элементъ 
а^ , не равный нулю, зам^&няемъ всЬ остальные элементы ихъ 
остатками отъ д'Ьлешя на а^ ; такимъ образомъ получаемъ новое 
сочеташе 

8, = {Ь, &!,. . \^,), 



смелшое съ предыдущимъ, съ элементами меньшими по число- 
вой величинЬ: наибольшш элементъ въ 5^1 равенъ наименьшему 
въ 15. Теперь повторяемъ подобную операпдю съ элементами со- 
четашя /8^, то есть, отм'Ьтивъ наименьшш элементъ 6^., замЬ- 
няемъ всЬ остальные элементы въ в^ ихъ остатками отъ д*- 
летя на й^; получаемъ новое сочеташе 

Й2 = (с, с?!,, . .с^__1), 

смежное съ 5!^, но съ элементами меньшими ч'бмъ въ /^1. Подоб- 
нымъ образомъ продолжаемъ д'Ьйствовать до гЬхъ поръ, пока 
не дойдемъ до сочеташя 15^, всЬ элементы котораго будутъ рав- 

П. 4 
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ньшв п^'лю, за исключен1емъ одного, равнаго 1; общьй нянболь- 
1П1Й д'Ьлйте.ть элементовъ каждаго изъ сочетаний 5,, 5^, . . . бу- 
дстъ равняться 1. 

Какъ только составленъ нами рядъ сочетаний . . 

(1) 5, А\,52,.. .5г_,,й;, 

аереходвмъ къ составлЁн1ю опред-Ёлителя вида 

1 О 0. . .0 



Р Р1 Рз 
Я Яг «2 



Рп-^ 



съ ц'Ьлымп элементами, значен1е котораго равнялось бы 1 . До- 
стигнуть этого очень легко разными способами: мп;ипо, напри- 
М'Ьръ, приравнять 1 всЬ элементы на даагонали п нулю всЬ эле- 
менты надъ д1агональю, оставивъ произвольными гЬ элементы, 
которые расположены подъ дтагональю. 

Такъ какъ элементы первой строки въ Д^ представляютъ 
сочеташе 5^, то опред-блитель этотъ можно преобразовать въ 
другой, въ которомъ элементы первой строки нредставятъ соче- 
таше '5',._^. Обозначивъ этотъ новый оцред'блитель чрезъ ^^^_^, 
мы замтЬчаеиъ, что въ свою очередь его легко преобразовать 
въ другой \_^, первая строка котораго представить сочеташе 
Я^_^ . 11родо,та1ая такимъ образомъ преобразовывать вновь полу- 
чаемые опредйгатели, мы дойдемъ наконецъ до опред^Блитедя Д, 
въ которомъ элементы первой строки будутъ представлять соче- 
таше 5, и будемъ им^ть равенства 

Д = Д,==Д,= . . . = Д^; 
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а такъ какъ по предположешю Д^ = 1 , то сл1Ьдовательно 

А=1. 

Это показываетъ, что элементы опред'Ёлителя А , содержапце 
^ произвольныхъ ц'Ьлыхъ перем'Ьнныхъ, даютъ безчислен- 
ное множество р^шешй предложенной задачи. 



20. Примпръ. Требуется составить опред'Ьлитель четвертаго Л|!>иа^г»у )1^, % 

порядка, въ которомъ первая строка состояла бы изъ элемен- 1 

товъ 3, 5, 8, 7, и значеше котораго равнялось бы 1. ^ 

Составляемъ рядъ сочеташй ^■ 

I 

5=(3, 5, 8, 7), в, = (3, 2, -1, 1), ^ = (0, О, О, 1), ^^ 

а съ ихъ помощью' получается соотв'ЬтствующШ рядъ опред'Ьли- | 

телей - ^ 



д,= 



д = 



1 





- 


1 — 1 • 2 3 




X 1 
У Ух 1 






, Ах = 


ж 1 — ж 2» дх 
у у^ — у 1'^2у Ъу 


г г^ г^ 


1 




& г^ — в ^2-^-2-2? 1-1-3^ 


7 


8 


5 3 




1х 


1н-8а5 


Ьх Ъх 




7у 


Уг-^-^У 


\-\-Ьу Ъу 


• 


Ч,-\-1е 


3- 


+- 8;8Г Н- ;8Г1 


1 -ь 5^ н- ^8?2 1 н- 3^ 





ВсЬ они равны 1; поэтому посл'Ьдтй удовлетворяетъ всЬмъ 
требовашямъ задачи. 



4* 



1 



§ III. Составление опред^Блнтеля при другихъ услов1Яхъ. 

н№М> 2^. Возыаемъ теперь во в[шман1е двойное сочеташс, состоя- 
*Л^1 1цсе,из7, 2п чиселъ, выписааныхъ въ взв4стномъ порядки въ 
1^иил л* двухт, строкахъ, по п чиселъ въ каждой, 



Два сочеташя подобнаго рода, которыя отличаются только 
иорядкомъ столбцовъ, согласимся разсматривать какъ тоже- 
ственоып ; также одновременное изм'6нен1е знаковъ у обоихъ эле- 
ментовъ какого либо столбца не будемъ считать за нарушение 
сочетач1л. На этомъ основании можно написать 



/ Й, я,, «3 \ / «21 

\ Ъ, &„ \)^\ 6„ 



— о, я, 
— Ъ, Ъ, 



Въ даиномъ двойномъ сочетан1в отм'Ьтимъ какой кибудь 
столбецъ, и зат11иъ къ элементамъ каждаго изъ остальныхъ 
столбцов!- врибавимъ или вычтемъ соотв'&тственно элементы 
оти'бченоаго нами столбца, умноженные на какое угодио ц'Ьлое 
число. По.тученное таквмъ образомъ повое двойное сочеташе 
будемъ называть смежньшъ съ предаиущииъ. Такъ, напри- 
м'Ьръ, два сочетан1Я 






-Щ, я,, а2-*-1а1 ^ 



суть смежлыя. 

Легко показать, что если два сочетан1я 

/ я, «1, а^,. . .о^_, \ / а', а\, а\,. . .о'„ 
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с}ть смежпыя, то обпцй наибольш1Й делитель чиселъ 

иЬ-у — а^Ъ, аЬ^ — йдб,. . ■«„_!&„ — %^п—1 

равенъ общему наибольшему делителю чиселъ 

а'Ъ\ — а\Ь\ а'Ъ\ — о'^Ь', . . ■о'„_,Ь'„ — '*'„&'„_,■ 

Действуя подобно тону, какъ было показано въ предше- 
ствующсмъ номерй, можно для всякаго двойнаго сочетания 5 
составить рядъ сочетаний 

въ нотороиъ каждое следующее будетъ сыежньшъ съ предше- 
ствующимъ, а посл^^днее будетъ вида 



/с,0 0,...0Ч 



при чемъ произведете ей" будетъ равняться общему наиболь- 
шему д'Ьлителю опред'Ьлителей 0^1 — а^Ь, ^^ — а^>,. . ., со- 
ставленныхъ изъ элементовъ сочетан1я 5. 

Съ другой стороны ясно, что ВСЯК1Й определитель п-го по- 
рядка съ цЬльши элементами,' въ которомъ дв* первыя строки 
представляютъ собоц двойное сочетан1е 5;, можно преобразовать 
въ другой, въ которомъ дв^Ь- первыя строки представятъ соче- 
таше 5^_^, смежное съ предьцущймъ. Это даетъ возможность 
составлять рбшешя въ ц'блыхъ числахъ такого неопред-бленнаго 
уравнешя: 



ьь, ь, 

X X, X, 
















' '■ «. 






*П— 1 
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гД'Ь к есть общш наибольшШ д'Ьлнтель чиселъ а^! — а^Ъ, 

Въ самомъ д*!*, обозначявъ чрезъ 5 двойное сочеташе, 
гредставлнемое двумя первыми строками посл4двдго опред-Ьди- 
теля, и выпвсавъ рядъ смежныхъ сочетаний 



6^, 5,,5з,- -.«г-п^г» 
/с,0 0,...ОЧ 

: \(г, < о,. . .0 /' 



соетавииъ опред-Ьлитель \ съ целыми элементами, котораго зна- 
чен1е равнялось бы к, а первыя дв-Ь строки представляли соче- 
тате 5^; такому требовавЬо удовлетворяетъ опредйнитель 



с О О 

а а' О 
^' р1 1 



въ котором!. 2?, Р(, , . .^„_^ изображаютъ произвольныя цй1ыя 
числа. 

Определитель Д^ преобразовываемъ въ Д,_,, этотъ посл^^д- 
ша въ Дг_^, этотъ въ свою очередь въ Д^_л и такъ дал^в, — 
такпмъ плгенно образомъ, чтобы первыя дв'б строки въ каждомъ 
определителе Д^ представляли собой сочетан1е 5^. Поступая 
такъ, д(лгдемъ въ конц'1 до опред'блителя Д, выражен1е кото- 
раго дастъ Егамъ безконечное множество частныхъ р'Ьшенш за- 
давнаго уравнешя. 
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22. Прмлтьръ. Найти опредплитель четвертою порядка. Ъ\А^ л^^ппл . 
значенге копюраго равнялось бы 1, и чтобг первыя двгь строки 
были слтъдующгя: 

2 3 5 7, 

3 4-1 0. 



Составиемъ рядъ сочетан!й 

V 3 4 -1 о / ' V 3 

' VII -8 -10 У ' V 1 



I -7-9 / 

О О \ 

1 О О У' 



Соответственно, этому ям^;емъ 



10 10 О 

110 11—8 —10 

ж а:1 1 о X х^ 1 — 8а:1 — ^0x^ 

г/ »! ». 1 У », !/!— 8», 1—101/, 

12 1 1 

18 —7 —9 

X 2х-*-х^ 1~*-х — 8ж, X — Юж, 

» ^У-*-У1 !1 — ^!/1-*-Уз ■-*-!' — ■Ой 

3 2 6 7 

4 3 —1.0 
Д = 

Зж -»- ж, 2х-\-х, 1 -4- бж — 6ж, 7х — 7ж, 

Зг/-1-г/, 21/-1-1/, 61/- 6у,-1-1/, 1-1-7!( 7й 

Посл^дша опред'Ьлитель удовлетворяетъ требуемымъ усло- 
Б1ямъ при всянихъ цЬлыхъ значен1яхъ для X, у, х^, г/,, у^. 



$ IV. Новое р1Бшев1е предыдущей задаче въ частпоиъ еду- 
цй% когда опред^ипедь четвертаго порядка. 

д. 23. Задача, занимающая ыасъ въ предшествующеиъ номер-Ё, 
мНАней иы'Ьегъ особенное привгЬнеше въ теор1и квадратичныхъ Формъ; 
преимущественно частный случай, когда опред-блитель есть 
четвертаго порядка. Только что изложенный способъ пахождешя 
р'Ьшеи^й хотя и хорошъ въ практическоиъ отношенги, когда 
данные эяеиенты выражены числами, но представляется неудоб- 
нымъ, если желаемъ д^Ьлать теоретическая заключешя на счетъ 
искомыхъ чиселъ. Поэтому-то мы нзложвмъ зд-Ьсь иной способъ 
р'Ьшец1Я, основанный на другихъ началахъ. Но прежде всего 
займемся р'Ьшетемъ сл^Ьдуюш,ей вспомогательной задачи. 

Даны шесть гтлыхъ чиселъ Од^, Од^, о^,, а,^, а^^, а^., удо- 
влтгеоряющгсая условгю 

%.\ «1,3 — «0,3 «1,3 -Ь Оц^ 0,^2 = 0. 

требуется найти восемь цгьлыхъ чиселъ 

9. ?и Я2, 98) 
который удовлетворяли бы слгьдующимъ шести уравнетя.мъ: 

\Р 3 |_ \Р Ч |_ 1^' Я. I 

1 1'! 9. I _ I ^1 ^' I _ I ^^ *^ I _ 

\р^ь\ ''*' \ръяЛ ''*' \ргь\ 

Очевидно, можно ограничиться предположен1еиъ, что числа 
«он «О"! ■ ■ -«я я не им'бютъ общаго делителя. 



Чтобы придать формулаиъ бол^Ье симметричный видъ, вве- 
демъ вовыя обозначен1я 

»л,« = о, »,,! = о, • ■ ■ ; 

такъ что, вообще, нм4емъ 

о, , = — »,. 




"V- 



= 0. 



(1) 



Изъ условныхъ уравнен1Й, которымъ должны удовлетворять 
числа ^), 3, р,, 5,, . . . вытекаетъ непосредственно следующая 
группа уравнешй: 

\9р-*'%оР1-^%1Ра-^ О =0, 

О -*-а2^г',н-Оз,1^'2-*-'^1,аРз = 0, 
п точно такнлгь же уравнен1ямъ должны удовлетворять в, д^ 

92. гз- 

Не вс'Ь уравнешя (1) независимы другъ отъ друга: легко 
заметить, что два как1я нибудь выводятся изъ двухъ осталь- 
ныхъ простылгъ исключен1емъ одного невзв-бстнаго; при этомъ 
с-тЬдуетъ пы-Ьть въ виду предположенную зависимость между 
«он "о21- ■ -Ъ»- Поэтому уравнешя (1) ииЬютъ безчисленное 
множество р'Ёшен1й въ Ц'йхыхъ числахъ, и не трудно доказать, 
что ВС'Ь они получаются изъ Форм^лъ 

Р = «0,0 ^ -*- «0,1 к -*- %^ Ч -*- «0,3 'в . 

^'1 = «1,0 * -^- «1,1 ': -*- % 'а -^ «1,8 'е. 
^'з = %о ^ -*- «а,1 к -*- «г,э 'а -*" «а,в 'а . 
^'з = «3,0 * -*- «3,1 'г -*- «3,2 'а -*- «э,а 'з . 



(2)- 



гд'Ь I, 1^, ^3, ^3 суть произвольныл ц-Ьлыя числа. 
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Въ самомъ д'Ьл'Ь, внося въ (1) на ^у'^сю р,р^, 2^^^ Рз соот- 
в-1тствую1щя выражен1Я по ФОрмуламъ (2), мы зам-Ьчаемъ, что 
въ результате получаются тожества; остается сл-Ьдовательно 
удостов'Ьрпться, что всякое р'Ьшеше уравнен1в (1) можетъ быть 
получено пзъ (2) при н^Ькоторыхъ частныхъ аначе111яхъ для 

Изображая чрезъ йд общ1Й наибольш1й делитель трехъ чи- 
седъ Ощ, «02, «12 и принимая во вниман!е первое уравнен1е (1), 
икЬемъ 

гд^Ь м, и^, Мд язображаютъ Ц'Ьлыя числа. 

Внося во второе уравнетё (1) на м^сто р ш р^ соотв'Ьтсгвую- 
1Ц1Я выражен1Я по посл'бдннмъ ФОрмуламъ, получаемъ 



,0 « -^ «0,1 Я1,Я«1 -^ %,1 «2,3 »2 -+- «0,1 '^зРз = 



0; 



отсюда, с(Пфаш,ая на «д,, выводимъ 



(4). 



• (*я^а = «в,оИ-*-«а,1"1~^ 



Сл-йдовательно число р^ выражается точно такимъ же обра- 
зомъ какъ в р, р^, р^. Уравнен1е (4) сл4дуетъ считать дополее- 
н1емъ къ (3). При вывод"! посл-Ьдняго уравнен1я мы предпола- 
гали, что йц , не равно нулю. Бъ противномъ случа!; сл'Ьдовало 
бы выводить (4) не съ помощью втораго уравнетя (1), а треть- 
яго илп четвертаго. 

Если вс-Ь три числа а^^, Оо2> Лг равны нулю, дЬлите.1и> й^ 
становится неопред'бленнымъ, и вся группа (3), (4) долн;на быть 
ос'1'авлена безъ вннмашя. 

Подобно тому, какъ выведены были уравнен1я (3), (4), можно 
еще вывести нижеследующ!я три группы, даюпуя новыя выра- 
жешя для тЬхъ же чиселъ;;', р^, р^, р^- 



(5). 



(6). 



(7). 



*.?="«,•»' -«-"о, 


"■|-НО,^и'„ 


й,Л= »,,.«' -но,, 


«',-н <>,,«'„ 


<гл=о,,.«'-н«,, 


»',-Н0,,,«'„ 


'*л=»^"'-^°., 


»',-но,,,и',; 


Д,У =<!,_,»" -но. 


,м,"-но,,,и," 


<*!?.= %••" -но, 


.<'-но,^и," 


''1?!= ^''-НО, 


1»<"-Н0,,,М," 


<*,Л=0,,,«"-НОз 


,И,"-НО,,,«," 


Ф=о.,,<"-но. 


><"-но,,,«,' 


*1 = «.,.<" -НО, 


.<"-но,,,«,' 


<*Р.= 0!,1«/"-Н0, 


,<"-но,,.< 


«'л = Я.,, И,'" -НО, 


,<"-но,^и,' 



гд-Ь йд изображаетъ обшдй наибольш1Й д'Ьлитедь чиселъ а^^, а,^, 
«„„; Й( — чиселъ Яд^, «„,, Од,; й — чиселъ о,,,, е»!,, %.; буквы 
и', №\. . . г*в"' язображаютъ ц-блын числа^ 

Такъ какъ общш цаибольш1й Д'Ёлитель чиселъ а^ , , а^ , , . . . а^з 
равенъ 1, то и общ1й наибольш1й д-блитель чиселъ й, ^1, й^, Йд 
также равенъ 1 ; поэтому можно найти четыре ц-блыхъ числа 
X, \, Хд, Хд, удовлетворяющнхъ уравнение 

Умножая об^Ь части каждаго изъ уравнений (3) и (4) на Х^; 
каждаго изъ уравнен1й (5) на Х^ и т. д., загЬмъ складывая по- 
членно первыя, вторыя, трет1я и четвертый уравнен1я въ четы- 
рехъ означенныхъ группахъ, и полагая еще для сокращения 

( = Х,м -ьХдм' -ь-Х(М" -н О , 
(^ = Хд «, -(- Хд и\-*- О -+- Хм,"', 
1^ = \и2-*- О ч- Х, Мз"-1- Хм^'", 
^д = О -н Хд м'з-н X, и^'-*- Хм '", 
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по^уча^'Мъ г]1уп(|у (2), которая, следовательно, выражаетъ вс* 
р'Ьшеи1я въ цЬлыхъ числахъ уравнешй (1). 

Остается теперь показать, как1я частньга значещя слЬдуетъ 
давать въ (2) для ^, #1, (д, 1^, чтобы соотв'6тствующ1я ииъ зна- 
четяр, Р1, р^, р^и 2, йц д^, д^ удовлетворяли задашсымъ урав- 
негшшъ. 

Подставпвъ въ (2) на кйсто ^, {^, 1^, /^ кашя угодно частяыя 
ц-Ьдын зпачеа1я, вычислимъ соотв'6тствую1Ц1Я имъ значешя р', 
р'п р'^, р'д и па:1ывая чрезъ I общщ наибольш1Й д-Ьгатель этихъ 
послт&дяихъ, ГЮЛОЩЯМЪ 

^ = 8, Й = ,„ й = з^, й = 5„ 

Числа 2, ^^, 2з) Яз очевидно удовлетворяютъ (1); принимая 
это въ соображопе, изъ (2) выводиыъ рядъ ФОриулъ, которыя 

можно написать такъ: 

/ 1 = 0, 1, 2, 8 \ 



Отсюда сл'Ёдуетъ, что для значетй (, /,, ^^, (,, удовлетво- 

ряющихъ уравпе1М10 

будеыъ п-уЬть 

ири всякихъ г и ]. Такимъ образомъ задача наша р-Ьшена. 
ць>*>ь_ 24. Перехудпиъ теперь къ р'Ьшешю главнаго нашего во- 



В^Л(А:' 



*- проса, именно, какъ найти ц'Ьлыя числам, щ,. . .г»д, удовлетво- 



ряюпця уравнешю 



(!)■ 



а а, Яд «в 

Ь \ \ Ьз 

и и^ % щ 

V V. «„ V. 
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гд'Ё А есть обирй навбольшш д'Ёлитель шести чиселъ, именно: > 
аЬ, — 0,6 =Аяд^, аЬ, — а^Ь =йо,,, обд — а^Ъ ^Аа,,, 

Для этого мы нщемъ прежде всего часелъ р, ^),, р^, р^, 
3, Й11 За? 2з> ноторыя удовлетворяли бьгтакимъ услов1ямъ: 

Мв — ^'8^ =00,8' Р1Я2~РгЯ1=%2> 

это возможно, ибо между числами а^,,. . .а^^ им^Ье'гь м^^то 
зависимость 

«0,1 »а,3 — «0,3 «1,8 -»- «1,3 «0,3 = 0. 

Съ другой стороны, уравненхе (1) можно написать такъ: 



а «1 


», ", 


а а. 


«1 "З 




а а, 


к, и, 


Ь Ь, 


">«'. 


" ь Ь, 


". ". 


'*' 


* К 


^1 ^2 



0, а^ 

1 *! *2 I 



«1 «3 
1^1 *3 I 



и щ 



"а "3 



а это, на оскованш принятыхъ выше 
къ сл^дз'ющеиу: 



л л 


», "а ЙЛ 


«1 «, л л 


м, », 




-+- 






ь ь 


0, ". • г, а. 


"1 ". «1 ?! 


«, «2 



3 5. 






И 8> I I " "а 




что, въ свою очередь, иожеть бьггь написшо такъ: 

|^)М^-^)11^|-+■^»дМ^-н^)зМд д«-ь-Й1М1-+-За"з~*"Зз"з I 

(3) г^ ^■ 

Чтобы цайти ц^дыя числа м, «,,. . .р^, удовлетворяюцця 
последнему уравнешю, принимаемъ во вниманхе Формулы, опре- 
д-бляющ^я числа р, р^, Рз7Рз^ именно: 

гд'Ё I, ^5 , ^^, ^а суть числа ц^льш^ удовлетворяющгя условш 

п разсматривая эти числа, какъ изв'бстныя, дадимъ для четы- 
рехъ цеизв'Ьстныхъ и, г,, V^, гз, так1я значетя: 

(4) V = ^, V^ = ^^, V^ = ^^, V^ = 1^; 

тогда будемъ им-Ьть два уравнее1я ■ 

^^V-^■^^V^-^- Зз^я ■+- Зз г-, = 1 



(5). 



I рV-^-р^V^ -^~Р^V^-^-РзЩ='0, 



всл'Ьдств1е чего }'равнБе1е (3), служащее для опред'Ьлен1я оста-шь- 
ныхъ четырехъ пепзвЬстныхъ м, м,, щ, Мд, пришмаетъ видъ 

|^>м-+-^^|И^-^р.»з-»-^'з«в й^*-^йЛ-^Яа^^з^ь^з |_ 

о '1 ' 



или 

(6). 



. 2Ш -^р^ «5 -*-^'з '^а ""^-Рз М, = 1 
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Такъ какъ числа «„ , , й(,„, . . .а^^яе им'Ьютъ общаго дели- 
теля, то и числа р, Ру, Рз! Ря также не ивгЬютъ общаго дели- 
теля; это прямо видно изъ (2). Поэтому уравнеше (6) им'Ьетъ 
безчисленоое множество р'Ьшетй въ ц^лыхъ числахъ, и каждое 
изъ нвхъ вягЬсгЬ съ вышеопределенныин чвслаии V, у,, Уд, г;, 
даетъ р-Ьшеше уравненхя (1). 

Между решениями уравнен1я (6) заслуживаютъ особаго вш- 
машя г6, который удовлетворяютъ еще услов1Ю 



(7)- 



. дад-н г, «1 -*-взИа -^й«а = 0; 



тогда (6) и (7) представятъ симметрическое соответствие съ (5). 

Что касается нахождетя цЬлыхъ рЬшешйуравненш (6) и (7), 
то вотъ къ чему оно приводится. 

Изъ (7) аыводимъ 



(8). 



«а= — 3^3 — 21**-»- О - 



■2а^. 
-3*3 — 31*5 — За*в~*- О > 



гд*а;,,. . . ж, изображаютъ новьш неизвестныя. Внося въ (6) 
на место и, щ, и^, и^ последшн выражен1я, получаемъ 



(9) «о, 



-«я^*в=1- 



Каждое решение въ целыхъ числахъ этого уравнен1Я опре- 
д-кшетъ по (8) требуемую систему чиселъ и, «,, и^, щ. 



ГЛАВА III. 



сравнешяхъ, — Теоремы Фсрима, Эйлера и Вильсона.- 
Сравпешя первоГг стопенп. 



$ ■• О сравнец1я1ъ вообще. 

ЕильтДй 25. Если разность двухъ чвселъ « и Ь д-Ьлвтся на й, то гово^ 
рятъ, что числа а и Ь сравнимы по модулю к, и это свойство 
изображаютъ такъ: 

а^Ъ (той, к). 

Сравивваемыя числа а в Ь могутъ быть съ какими угодно 
знаками, но модуль предполагается положительн ымъ и >• 1. 
Число Ъ называется вычетомъ чис^а а, или, паоборотъ, а есть 
вычетъ числа Ъ. 

Изъ опред'Ьлен1я сравнеи1я непосредственно вытекаютъ н^-. 
которыя его свойства, напоминающгя основный свойства урав- 
веп1й, а именно: 

1°. Всякое чг1Сло а сравнимо съ самимъ собою, то есть а^а 
{тай. к). <^--~^'-' 

2°, Два числа, сравнимыя съ третъимг по каному либо мо- 
дулю, сравнимы между собою по тому оав модулю. Изъ двухъ 
сравнен1Й 

а^с {той. к), Ь^с {то(1. к) 



вытекаетъ третье 



а^Ъ (той. /с). 



г. 

' 3", 
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3°. Прибавляя къ обпимъ частямъ сравненгя по одном// V 
тощ же числу, сравненге не нарушаемъ. 
Изъ сравнения 

а^Ь (той. к) 
выводимъ ^ 

я -ь- с ^ 6 -ь с (той. 4) 

или о.Л:):Х 

а — с = Ъ — с (тоа.й). («-^ие-ч-^.с 

4°. Во всякомъ сра&ненш, совершенно мякв, какъивоши- 
комъ уравненш, члены могутв быть переносимы изъ одной чш пт 
въ другую. Наприм'Ёръ, щъ сравнен1Я 

о-нй^с-н(? (той. А) 

а — с^й — Ъ (той. Л). {о.-с,-{Л.-{.у^к- 

5°. Два млм нгьсколько сравненгй съ одними и тлмъ же мч- 
дулемъ могутъ быть почленно складываемы или еычитасм':!. 
Такъ, изъ двухъ сравиев1Й 

й^Ь(той. А), а' ^Ь' (той. к) 

а ± а' = Ь±Ъ' (той. к), ^^^^2у^^,\'^,^, 

гд'Ь можно брать жли верхн1е знаки, или шжнхе. 

6. Сравненге не нарушается, если обть ею части умножит^' 
на одно и то же цгьлое число. Изъ сраввен1я 



вытекаетъ 



а^Ь (той. к) 



ас^Ьс (той. к). 



аЛ- 



.А<--\<Хс 



7 . Два или нпсколъко сравнетй съ однимъ и тгьмг же .' 
дулемъ могутъ быть почленно перемножаемы. 










I 



Прйдложен1е это, хотя я не столь очевидно, какъ предше- 
ствуюния, проверяется непосредственно. На самомъ дтЬл'Ь, два 
сраБИ111[1Л 

а^Ъ (той. к), а'^ Ь' {шод. к) 

показываютъ, что числа 

суть ц'Ьлыя. Изъ выражешй этихъ чиселъ получаемъ уравнеа^я 

которыя перемножап почленно, находамъ 

аа =ЪЬ'~*-к (Ы' -ь ЬЧ -+■ кИ'). 

Резу.1ьтатъ этотъ показываетъ, что разность аа' — ЬЬ' д-б- 
.1ИТСЯ па к, то есть 

аа'^ЬЬ' (той. к). 

8°. Сравненге не нарушается, если обгь его части возвысимъ 
ей одну и ту оке степень. 

Само собою разуайегся, что тутъ идетъ р-Ьчь о ц-Ьлой поло- 
жительной степени. Предложение это есть сл'Ьдствхе предыду- 
щая . 

9'. Если ({х) г130&раокаетъ цгьлую функцт съ цгьльши коеф- 
фнцгсшами, и если два числа аи Ъ сравнимы между собозо по 
модулю /.-, то значенгя {(а) и ((Ь) также сравнимы между собою 
по тому же модулю к. 

Д-1;йствительно, изъ сравнен1я 

а^Ь (той. Й1, 
1;;1къ г.гЬдствхе, вытекаетъ рядъ такихъ сравнений: 



г 
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Ла"^АЬ'^ (той. &), 

А^а''~^ ^ Л^'*~^ (лаой.А;), 

Л.^а'*~^ ^ Аф^""^ (той. й), 



■^п— 1'*^-^п— 1* (той. А), 
А^^Л^ (той. &), 

гд-Ь несть произвольное Ц'Ь.юе положительное число; ^,^5,^,... 
цроизвольныя ц'Ьлыя числа; впрочеиъ, послЬднее сравнеше оче- 
видно само по себ^. Складывая всё эти сравнен1я и полагая для 
сокращешя 

Ах'^ -+- Л,ж"~' и- . . . -*- А^ = ({х), 
пол^'чаемъ 

10°. Если деть цтьлыя функцш съ цгьлыма коеффгщгентами 
/■(ж) и ^\{х) таковы, что кОеффицгепты у подобные членовг еъ 
'ихъ выраженъяхъ сравнимы между собою по модулю к, и если 
числа а и Ь также давними меокду собою по модулю А, то 
тогда значенгя {(а) и /"^(6) <^авнимы между собою по тому же 
модулю к. 

Д^бйствительно, изъ сравнен1я 

а^Ъ (тод, к) 
какъ сл'Ьдствхе, вытекаютъ сл'6д}^ющ1я: 
а^^Ъ"^ (той, к), 
я"~'^&"~' (той. к), 



а^Ъ (той. А), 
1 = 1 (той. к). 
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Перемножая эти сравнетя соотв-Ьтственно на сравнен1я 

А = В(тоЛ.11), 
Л, = В, (шоа. «:), 



Л-1 — ^п-1 (той*), 

Ла'^^ВЪ'^ (той. й), 
^1о"~' Е^ Д 6"~' (той. к), 






\ 



Складывая этн посл^дн1я, ыаходимъ 

/■(й)=/;(&) (той. Л), 

что II сл'бдовало доказать. 

Сл)^дуетъ зд'1сь заметить, что предложение п" 9 составляетъ 
частньит случай «■* 10. 

1 1^ Сравнете не нарушается если обп, ею части а также 
и модуль умноэюить или раздчьлить на одно и то же число. 
Изъ срлвненхя 

а^Ь (той. к) я.-е=к.с 

вытекаегъ я.и-ЬстС*)''^ (с-"-п-б_;. 

ас^Ьс (шой. Ас); 

и обратно, нзъ посл^дияго вытекаетъ предшествующее. 
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12^. Если а^Ъ (то(}. А;), то общгй иаыболыигй дтьлитель 
чгсселъ а и к совпадаешь съ общимъ нагсбольшимъ д^ьлителемъ чи- 
сель Ъ ик. Ибо тогда им'Ьемъ уравненхе 



а = Ъ-^Ы^ 

которое показываетъ, что всякш юбщш д'Ьдитель чиселъ ашк 
буреть общимъ д'Ьлйтелемъ чиселъ Ъ а к, равно какъ и обратно: 
всякш общш д'Ьлитель чиселъ Ъ ик будетъ общимъ д'Ьлйтелемъ 

чиселъ а VI к, //^ ^/&-^т^-*<? л и Ь .исл/^с/т и НС Л*./* "^уг^итг^г^/п М \ М^'*/^ 

13**. Если а^Ъ (той. Л), и Ъ есть число простое относи- 
тельно к^то а есть также число простое относительно к. 
Предложеше это есть сл'Ьдствхе предшествующаго. 

14*. Если аЬ^О (той. Л), и если мноо/ситель а есть про- 
стой относительно й, то тогда 6^0 (той. к). 

На самомъ д'Ьл'6, произведете а&, по предположенш, де- 
лится на й и, кром* того, числа а ик относительно простыя; 
поэтому, на основан1И теоремы 2-ой, п^ 4,|^заключаемъ, что Ъ 
д^Ьлится на й;, то есть Ь^О (той. к). 

15*. Члены сравненгя могутъ быть сокращены на ихъ общгй 
множитель^ если это тъ множитель число простое съ модулемъ. 
На самомъ д-Ьл'Ь, изъ сравнешя 




та^^тЬ (той. к) 



выводимъ 



т{а — Ь) ^ О (той. к) , 
а такъ какъ т число простое съ й, то, на основанш вышедока- 



заннаго, заключаемъ 



или 



а — 6^0 (той. Л), 
а^Ь (той. к). 



а- В ^кЛ 



16*. Если число а простое относительно к^ то два сравне- 
нгя вида 

аа ^ ЪЪ' (той. к) , 

а^Ъ (той. к) 



'Ч'А 



'4 




можно 2У(1здтьАитъ почленно первое на второе и написать 

а ^Ъ' {той. к). 

Д'Ьйгтвитедьно, изъ сравнешя а^Ъ (той. к) выводииъ 

аЪ'^ЬЪ' (шо(1. к). 

Сличая это сравнеМе со 'сравнешемъ аа'^ЪЬ' (той. к), 
находвмъ 

аа ^ аЬ' (вюй. к). 

Отсюда, сокращая об'б части на а, получаемъ 

а'^Ъ' (той. к). 

17^ Два числа, сравнимый между собою по двумъ иди нгь- 
скоАътшъ модудямъ, сравнимы и по наименьгиему кратному 
этихь модулей. Ибо разность о — 6, д'бмсь на каждое изъ чи- 
селъ к, к, к", . . ., делятся и на навменьшее кратное этихъ 
посгЬдиихъ. 

18", (^авненге не нарушается., если модуль заменить ка- 
кимъ либо изг его делителей. 



% II. О наниенытахъ вычетахъ, Распред%лен1е чнсвлъ ва 
классы по данцоиу модулю. 

^м4т« 26. Всё числа, сравнимый съ а по модулю к, нли, другими 

Гёи^*" словами. вс4 р'6шен1я сравнения 

х^а {той. к) ^лм о, &^|С (^]>вЯ.к^ ■ 

вы1)а;!;а1отся общею Форму.10Й 

а; = а — Ы, 

гдтЬ I оз|[ачаетъ ц-Ьлое число, принимающее всевозможныя зна- 



Чтобы узнать сколько въ ряду 

(1) О, 1, 2, 3,. . .к—1 

находится чиселъ сравнимыхъ съ а т модулю к, составляемъ 
условия 

0<а — Ы<к, 
откуда выводимъ " ц-к'< кс'<"'(С'^ 

Неравенства эти локазывають, что существуетъ одно и 
только одно частвое значеше для I, при которомъ число а — Ы 
будетъ содержаться въ (1). Это число называютъ паименьшимъ 
подожителшымъ вычетомъ числа а ; 11азван1е, какъ видимъ, отв'Ё- 
чаетъ характеристическому свойству числа. 

Навменьш1Й положительный вычеть можетъ равняться нулю; 
это ийгЬетъ м-Ьсто въ тоиъ только случа*, если число Д'Ьлнтся 
на модуль. 

Подобно предыдущему легко удостовериться, что въ ряду 

О, ~1, —2, —3,. . .~{к—1), 

находится одно и только одно число, сравнимое съ а по модул(о к. 
Искомое число должно быть вида а — Ыв должно удовлетворять 

услов1ямъ 

~к<а — Ы<0, 
откуда выводимъ " **' ^ < ^С < 1+ а 

Неравенства эти опред^Ьляютъ вполне число /, равно какъ 
в соответствующее ему число а — Ы. Это последнее называется 
паименьшимъ отрицательнымъ вычетомъ числа а; оно равно 
нулю въ томъ только случае, когда а делится на к. 

27. Изображая чрезъ г наименьшш положительный вычетъ^' 
числа а по модулю к, а чрезъ — 8 наименьшш отрицательный ! 
вьтчетъ тоге же числа а по модулю к, им^емь два случая: 
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1". Если а дгьлитсянак, то С= ^ "г = 5гА-«с=о 

г = — 8 = 0. 

2". Если а не дгьлится на к, то 

г -*-$=: к. 

Первый случай былъ отмйчевг ран-Ье; что касается втораго, 
то тогда пл1-1ел1Ъ неравенства 



откуда выводимъ 



это показываетъ, что 



О <г <к, 
-Л;<г— А<0, 

г — к= — 5. 



На ос1юваи1и этого равенства мы заключаемъ, что одинъ 
изъ двухъ наименьшихъ вычетовъ по числовой величин'Ь не 
превь]шаетъ половины модуля. Если числовая величина одного 
изъ наименьшихъ вычетовъ равна -^, то числован величина 
остальнаго также равна -^ ; разумеется, что это можетъ им'бть 
м-Ьсто только при четномъ модули. Изъ всего видно, что число- 
выя величины наименьшихъ вычетовъ только въ двухъ случаяхъ 
бываютъ равными другъ другу: во первыхъ, если чпсто д'Ьлится 
на модуль ; тогда г = 5 = О, и, во вторыхъ, если модуль четный 
и число '^Д'Ьлится на половину модуля; тогда г=:з = -^. Вн-Ь 
этихъ двухъ случаевъ всегда одинъ изъ навменьши:{ъ вычетовъ 
по числовой врличин'Ь |> у, другой < -д-. Этотъ посл'Ьдн1Й на- 
зывается абсолютно малымъ еычетомъ. 

Примиръ 1. Определить наименьшее вычеты 127 по мо- 
дулю 17. 

Разд^лян 127 на 17 находимъ частное 7, оетатокъ 8; сле- 
довательно пз1'Ье.мъ 

127 = 8 (той. 17) 

очевидно, что г^ 8. 
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Нанме11ьш1Й отрицательный вычетъ определяется по Фрр- 
мул-Ь 

^5 = г— й = 8 — 17 = — 9. 

Абсолютно малый вычетъ равенъ 8. 

Примтьръ 3. Оаред-блить наименьш1е вычеты числа — 200 
по мод^^лю 13. 

Разд'Ьлял 200 на 13 находимъ частное 15, остатокъ 5; 

сл'Ьдователыю 

200^5 (шой. 13). 

Отсюда выводимъ ■■■■}^ 

— 200 = — 5 (тоа. 13), ' ^1 

и заключаемъ, что — 5 есть наяме8ьш1Й отрицательный вычетъ. ■ 

Навменыи13 положительный вычетъ равенъ : !.1 

— 5 -+-13 =8. 
АбсолютЕЮ малый вычетъ есть — 5. 
28. Провйримъ зд-Ьсь справедливость одного предложешя. ^о <в.ьл^*.лл<- : 




относя щагосп къ знаку абсолютно малаго вычета; оно понадо-^^ 



битея намъ впосл^дств1и. При этомъ, понятно, будемъ предпо- 
лагать, что число не Д'Ьлится ни на модуль, ни на половину мо- 
дуля и, что оно положительно. - 

Пред10жен!е состоитъ въ слйдующемъ. 

Если е имбражаетъ единицу, взятую со знакомь абсолютно Ь 

малто вычета числа а по модулю к, то 

„За ^:■; 



Въ саиомъ д^Ьл^Ь, обозначая чрезъ ^а г частное в остатокъ 
отъ д4лен1я й ня к, им'&емъ равенство 

а = дк -*- г, 

откуда выводимъ 

2? — 20 ч_ ^ 
^ „ ^Ч ч- ^ . 
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Если г -С -2- то *" есть абсолютно малый вычетъ числа а 

и сл'Ьдоватсльно е = 1 . Съ другой стороны, посл'Г.диее равен- 
ство показываетъ, что ц^лая часть дроби -г равна 2д, всл1.д- 
ств1е чего ии'Ьемъ 

= 1=е, 




а это согласои съ предложенюиъ. 

Если же *■ > 2^, то абсолютно налый вычетъ числа а равенъ 
г — к, Е поэтому е=:— 1. Тогда, написавъ предьдущее равен- 
ство такъ: 

мы зам'1чаеиъ, ч го посхЬдн1й членъ во второй части представ- 
ляетъ правильную положительную дробь; всл'ЬдстВ1е чего заклю- 
чаемъ, чти ц4лая часть дроби -т- равна 22-1-1. Сл^Ьдовательно 



(- 1.) 



= (-1Г 






Это согласно съ предложен1емъ, которое такимъ образомъ 
вполн'6 доказано. 

29. Изъ того, что всякое число сравнимо по иодулю к съ 
, однвмъ только чнсломъ въ ряду о, 1, 2, . , .к — 1, вытекаетъ 
возможность рас111)ед'Ьлить всЬ числа на классы такъ, чтобы 
всякое число принадлежало къ одному только классу. Въ самомъ 
0,1% если согласимся зачислять къ одному классу вс-Ь числа, 
им^ющ!я одинъ п тогь же навменьшш положительный вычетъ, 
то тогда вс1; чпсм, какъ положительныя такъ и отрицательный, 
рассред'Ьлятся между ^-различными классами. Каждое изъ чи- 
селъ, принадлежа щихъ къ какому либо классу, опред-Ьляетъ со- 
бою всЬ оста.11.цт.1п числа того же класса, то есть.опред'1;ляетъ' 
собой самый классъ и потому можетъ служить его продста- 
ввтелемъ. Ибо числа, принадлежащзя къ одному классу, вс-Ь 
сравнимы между собой, равно и наоборотъ: два числя, сравтг- 
мыя между собою принадлежатъ къ одному классу. 
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Взявъ отъ каждаго класса по одному какому ийбудь числу, 
получаемъ полную систему/ несравнимыхъ чиседъ, или полную 
систему представителей классовъ 



характеристическое свойство которой состовгь въ томъ, что 
каждыя два числа, вх«дящ1я въ ея составь, несравнимы между 
собой но моду.1ю к. Этотъ призиакъ можно выразить въ другой 
ФОрм'Ё такъ : всякое произвольно взятое число сравнимо по мо- 
дулю А съ одЕшмъ, и только съ однимъ взъ чиселъ означенной 
полной системы. 

Прост'Ёйшвми полными системами несравнимыхъ чиселъ 
можно считать дв'Ь сл'Ьдующ1я: 

О, 1, 2,. . .к—\ 
и 

о, —1, —2,. . . — (й — 1). 

Вообще, к ц-блыхъ чиселъ, идущ1я въ натуральномъ по- 
рядке, начиная съ произвольнаго в, 

«, а-н1, а-ч-2,. . .а~*-к — 1, 

очевидно составляютъ полную систему несравнимыхъ чиселъ. 

Каждое изъ чиселъ полной системы можно увеличивать или 
уменьшать на произвольную кратность модуля; система не иере- 
стаетъ остава1ься посл^ этого полной. 



§ III. Теорема Фермата. 

30. Начала, нзложенвыя въ предыдущихъ параграФахъ, ?}!'^^^г 
даютъ возможность доказать одну изъ важн'Ьйшихъ теоремъ^^^^'^/ 
въ теор1П чнсслъ, высказанную въ первый разъ Ферматомъ. 
Мы считаемъ не лишнимъ привести зд^сь два различныхъ ея 
доказательства; впосл4дств1И будемъ им-Ьть случай сообщить 
еще третье, независимое отъ предыдущихъ. 
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Чтобъ не повторяться, начнеиъ прямо съ доказательства 
теоремы бол^&е общей ч^Ьмъ теорема Фермата, которую потому 
и наэь1ваютъ обобщенной теоремой Фермата; она принадлежитъ 
Эйлеру. 

Теорема 1. Если а число простое относительно к, то 

п*|*>=1 (тойЛ), 

гдгь 9(А;) изображаезт число чиселъ простыхь сък и < к. 

Обозпачивъ чрезъ а^, «э,. . .а^ всЬ числа простыя съ к 
и <А;, такъ что т = г^{к), составляемъ провзведен1я 

Ой, , аа^ , оЯд , . . . аа^ 

и соотв'Ьтствующ1е имъ наименьш1е положительные вычеты 

К, КК- ■ -К- 
Иы'Ьемъ рядъ сравненш 

йа^ ^ 6, , 

(той. к), 



который перемножая почленно, получаемъ 

(I) а^'^а^а.^. . .а^^Ъ^Ь,^. . .Ь^ (тод. к). 

Вс4 числа въ ряду й, , &з 1 • ■ .Ь„ рааяичны; пбо, допустивъ 
6^ ^= Л,., Л1Ы им'Ёли бы сравеен!е 

а(^■^аа^ (той. Л;), 

которое МО сокращеши на а даетъ 

й,^Оу (той. к), 
что невозможно. 



г 



Сверхъ того очевидно, что каждое язъ чиселъ Ь,, Ь^!- ■ ■ 
содержится въ ряду чиселъ а^, а^,. . .; ибо произведеия аа^ , 
аа^,. . .^будучи простыми относительно к, ихъ вычеты суть 
также простые относительно к. 

Сл'Ьдоаательно рядъ чиселъ 6, , Ь^,. , . составляетъ в'йкото- 
рую перестановку чиселъ «,, а.,, . . . , на основанш чего заклю- 
чаемъ 

Равенство это показываетъ, что об* частя сравнен1я (1) 
им'Ьютъ общ1й множитель, который очевидно простой относи- 
тельно 1-. Сокращая на этотъ множитель, получаемъ 

а""^! (гаой.Ь), 

или, зам'1;чая что т = <р{к), 

л'Р'*'=1 (тойЧ-), 

что и сл'Ьдовало доказать. 

Представляя модуль въ вид-Ь произведетя изъ простыхъ 
множптелей, посл'Ьднюю теорему иожемъ выразить такъ: 

црЛ"Ч"*-'.-.(р.-1)(р.-1).-. =1 (тоа.я^^'г'Л. . .). 

Теорема Фермата относится къ случаю, когда модуль про- 
стой ; она состоитъ въ сл'Ьдующемъ. 

Теореиа 2. Если а не д^ьлится на простое число р, то 
о**^'^ 1 (той.р). 

Сл'ЬдстБ1е. Каково бы пи было чжло а, если число р про- 
стое, то 

а^^а {той. р). 

Это сравнен1е очевидно въ томъ случа'Ь, когда а Д'Ьлится 
на р; если же а не делится нар, оно выводится изъ предше- 
ствующаго сравнешя, умножешемъ об-§ихъ частей на а. 
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Сл'Ьдуетъ однако заметить зд'Ьсь, что по содержанио сд'Ьд- 
ств1е впол1г6 равносильно теорем'Ь ; ибо об'Ь части послЬдняго ^^ 
сравнен1я можно сократить на а, если только а не делится на^,^*'''^' 
и получается тогда теорема Фермата. • 

16^^ьсс'^оуСа- 31. Второе доказательство теоремы Фермата, Мнопя 
цм?гсл«»слуг&о. Формулы, алгебраическ1я или даже трансцендентныя, даютъ воз- 
можность выводить различный свойства ц'блыхъ чиселъ. Про- 
сгЬйшш прим'Ьръ въ этомъ род'Ь представляетъ биномъ Ньютона 

{а^Ъ)^ = а^ ^\а^-'Ъ ^^-^^^ . . -ь &р, 

изъ котораго весьма легко вывести теорему Фермата. 

Д']^ствительно, предположивъ, что р число простое, мы за- 
м'Ьчаемъ, что всЬ коеФФищенты во второй части, за исключе- 
Н1^емъ двухъ краинихъ, дълятся_на^); поэтому можемъ написать 

(1) (а-1-ЬУ = аР-#-ЬР(то(1.р), 

и сравнен1е это им'бетъ м'Ьсто при всякихъ ц'Ьлыхъ числахъ а и Ь. 
Внося въ об-Ьихъ частяхъ & -+- с ла м'Ьсто Ъ , получаемъ 

съ другой стороны им'Ьемъ 

(6 н- с)'' = у -♦- сР (то(1. ^)) ; 
стЬдовательно 

(а -I- Ь -н с)'' = аР -*- ЬР н- с^ (той. р). 

Вообще, изъ (1) выводимъ 

(а-нй-н. . ,^1^ = аР-^Ъ^^, . ,-^1^ (той. 2?), 

гд'б число чиселъ а^Ъ^, . Л совершенно произвольно. Отсюда, 
полагая сперва а = Ъ= . . . = ?=!, и полагая загЬмъ, что 
число такихъ единицъ равно произвольному числу а, находимъ 

а^ ^ а (той. р). 



/. ^ ' - 



■• I 



,,;.,/, ,' г- ^ {*г г^ ,.^ - -г-.^с-.- . .^о' . /1Л. о->>. 1^ Г с- » С^.- *'И<- Ь. 



л 
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Предполагая, что а не д-блится на р и сокращая об* части 
на а, получаемъ теорему Фермата ^, :^огс.м^Г-.^Г^ -и.^. -^г^. 

аР~' = 1 (гаоа. р). 

32. Изъ теоремы Фермата легко вывести обобщенную тео- 3(Ге.о[зедл^и 
рему, которая въ начал* параграфа была доказана независимо; ^^"^^^^* 
для этого стоить только принять во внимаше сл'Ьдующую лемму. 

Лемма. Если гшгьешъ м^ьсто сравненге 

а^Ъ (той. 2)^, 
то имгьётъ лиьсто и сравненге 

гдгь ш произвольное цтьлое положительное число; число р предпо- 
лагается простыми. 

ДМствительно, изъ сравнен 1я, которое предполагается въ 
лемм'6, вытекаетъ уравненхе 

а=Ъ-*-1;р , 

об-Ь части котораго возвышая въ р-ую степень, получаемъ 



Каждый членъ во второй части, кром* перваго, Д'б.штся 
на р^~^^ ; поэтому им'Ьемъ сравненхе 

а^ = Ь^(тоа.р"^'). 

Принимая его за начальное и повторяя прежн1Й прхемъ, 
получаемъ о о 

Продолжая действовать подобнымъ образомъ дал'Ье, полу- 
чаемъ рядъ сравнен1Й вида 

гд'Ь ш= 1, 2, 3,. . .оо. 
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Удостоверившись въ справедливости леммы, переходимъ къ 
выводу обобщенной теоремы Фермата. 

Если а число простое съ й, а это последнее, букучл 
разложено на простые множители, представляется въ вид*]^ 

Рг^^ Р2^ • • • Р^^^ '^^? основываясь на теорем'Ь Фермата, мы мо- 
жемъ написать такой. рядъ сравнешй: 






1 (той.р^), 
1 (той.Рз), 



а 



^^1^1 {то± р^: 



Применяя къ каждону изъ нихъ предыдущую ле1шу, вьюо- 



димъ 



аРг'^~\р2-1) = 1 (той. р^'^), 



Возвышен1емъ об'Ьихъ частей каждаго изъ этихъ сравнешй 
въ соответствушпия степени получаемъ 






а^^*> = 1 (той. р""^) 



Отсюда заключаемъ 



а 



ф(*)=1 (той.й); 



что и следовало доказать. 



ч.-.у 



-»*г^;<';'^'; 
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г-^;^^ 



--•>^ 



Примгьръ 1, Пов'Ьрить теорему Фермата въ случа* р = 1 3, 
а= 10. 

Такъ какъ 10^ — 3 (той. 13), то следовательно 10^^^ 
(_Зу2=з^2 (той. 13). Дал^е, находимъ 3^ = — 4 (той. 13); 
следовательно 3^^^( — 4)® ^4* (той. 13). Продолжая дал^е, 
находимъ 4^^3 (той. 13); следовательно 4®^ 3^^ 27^1 ^'^^\(тфЛ, 
(той. 13). Сличая между собою полученныя сравненхя, заклю* ю^'-^и'^^*^ 
чаемъ 10^^=1 (той. 13). 

Примгьръ 3. Поверить теорему Эйлера въ случае к= 100, 
а = 63. 

ч 

Имеемъ 9(100) = <р(4) <р(25) = 40. Такъ какъ 63^= 3969, 
то 63^ = — 31, и 63^ = 31^*^ (той. 100). Возвышая 31 въ 
квадратъ , находимъ 3 Р = 9 6 1 ; следовательно 3 1 ^ ^ — 39 
(той. 100); отсюда 31^^^ 39^*^. Вычисляя далее, находимъ 
39^.= 1521; следовательно 3 9^ ^ 2 1 (той. 1 00) ; отсюда 
39^^^ 2Р. Далее, находимъ 2 Р= 441; следовательно 2 Р^ 41 й^Ъ^ГО|./л>| 
(той. 100); отсюда 21*^ 4Р. Возвышая 41 въ квадратъ, по- если аа4с(»п.1сх 
лучаемъ 1681; следовательно 4Р^81 (той. 100). Сличая ^ ^~5^'(1Г*Ч 



>. 



-о4 



':^. 



%.' 



,Уа 



предыдущая сравнешя, находимъ 63^ 
но 21.81 = 1701; следовательно 63*^ 



= 21.81 (той. 100); ^ о^иС'^*! 
1 (той. 100). 



о: 



§ IV. Сл1^дств1я нзъ теоремы Фермата. 

33. Теорема. Если р число простое и нечетное^ а а не дгь-Аь^и^ь мьЬ- ; 

литая на р^ то степень аГ^ сравнима по модулю р съ однимъ ^^Ф^^^' 
изъ чиселъ ± 1 . ^1ел^ала(1А1, ^ 

действительно, сравненхе ; 



а 



р-1 



1^0 (той. р) 



можно написать такъ: 



{а 2 



Р-1 

1)(а-^ 



1) = (той.1>). 



II. 



• 1- 



,1й 






} 
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а это тогда только возможно, когда Н1гЬетъ м'Ьсто одно изъ 
двухъ срл вненш 

а~а"^ 1 (то<1.^|), 

Р — 1 

й 3 ^ — 1 (той. р). 

Одповреиеаао оба эти сравнен1я не могутъ им-бть м-Ьста 
потому, что тогда мы им'Ьли бы 1 ^ — 1 (той. р), или 2^0 
(тос1.^); ме;кду тЬмъ по предположешю 2 ее Д'Ьлится на^. 

По прям-Ьру Лежандра принято обозначать сииводомъ (-^1 
го изъ чиселъ -ь 1 , — 1 , которое сравнимо по модулю р со сте- 
|т) иекью а а . Значение этого символа представляетъ Функщю чи- 
-1селъ а вр^ оричемъ^) должно быть простымъ и не равнымъ 2, 
а а не должно д-блиться на р. 

Вычислен1е символа Лежандра приводится всегда къ опре- 
делению знака, ибо числовая его величина равна 1 . 

Въ послЬдующихъ главахъ увидимъ, какую роль въ теор1и 
чиселъ играетъ означенные символъ, и какими обладаеть онъ 
свойствами. 

Если число р не велико, значен1е (— ] можетъ быть опреде- 
лено непосредственно безъ особыхъ затрудаен1й. 

Лргтгьръ 1. Опред-Ёлить значешя (у) для а= 1, 2. 

Находимъ 

1^"=1, 2~2"=2 = — 1 (той. 3); 

следовательно 

Лрим7ьро 3. Опред^Ьлить звачен1Я (у1 для а^ 1, 2, 3, 4. 

Находимъ 

Г^=1; 2^=4 = — 1 (той. 3); 3^ = — 1 (той. 5); 






4^ ^ 1 (той. 5) ; 
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схЁдоватедьно 



Ц)=Ь (|) = -1, (|) = -1, (1)=!. 

Примтурь 5. Опред'Ьлить значен1я/у ] для а = 1 , 2, 3, 4, 5, 6. 
Находимъ 

1-^=1, 2^^=!, 3'^ = — 1, 4'^=1, 5^ = — 1, 6^^ = — 1 

(той. 7); 
сл'Ьдовательно 

(1)=.,(1)=.,(1) = -1,(±)=., (!) = -!, 



Ш = 



1. 



34. Выведемъ еще н'Ьсколько предложенш, легко получае- Шш|?_^.гМя^„ 
мыхъ изъ теоремы Фермата. Впосл'Ьдствш они будутъ вновь "^^^^^-^^^^^ 
получены, помощью бол'Ье спецхальныхъ пр1емовъ, въ связи съ 
другими вопросами; гЬмъ не мен'Ье мы желаемъ остановиться 
на нихъ зд'бсь, чтобъ взглянуть на предметъ съ точки зр'Ьнхя 
бол^Ье обычной, по преимуществу алгебраической, пользуясь Фор- 
мулой бинома Ньютона, какъ вспомогательнымъ средствомъ. 

Теорема 1. Еслир число простое, а ш дгьлится нар — 1, то {з! 4с<г^а. 
^=1'"-+-2"*-1-3"*-ь. . .-1-(р— 1)"* = — 1 (тоА.рУ, то он.к> Ьх..,,,,,.^ 
если же ш не дгьлится на р — 1, то ^,,^г\^лл^о^к^,Vу^•(: 

3^ ^ ^ _, , |7го-АС^> Ъ»1г|.тл ТЛЯ! 

^ 1»«^2"*-1-3^-+-. . .-^(р—1Г = {тоА.р). Если,.ислс. 



Иг 

]. При нечетномъ т теорема очевидна, ибо тогда сумма чле- ^' "" /'Л ' 
новъ равно удаленныхъ отъ концввъ въ первой части сравнешя п^, 1^(^-1]" 
д-Ьлится нар. '^;. г. ь 

Д, Переходя къ доказательству теоремы при четномъ т, мы 
положимъ сначала, что ш дблится на » — 1, ^ _, . . '■■■ 

т=={р 1)1, 'ЬЬх\>^х X - . ^ггго- 
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По георемЬ Фермата им'Ьемъ рядъ сравнен1Й 
1^~'=1 (то(^.^)), 



(2>— 1)Р~' = 1 (то&.р). 



Возвышая об* части каждаго нзъ этихъ сравнений въ сте- 
пень ш, иозучаемъ 

1"*^ 1 {тоА.р), 

2"^! (той. 2?), - 



{р — 1)"'^1 (той.р); 

отсюда, складывая почленно, находииъ 

1"'-н2'"-1-. . .-»-(^)— 1)™=^>— 1 (той.р) 

или, проще, 

1'"-|-2'"н-. . .-+-0— 1)"* = — I (той.р). 

3, Остаемся доказать справедивость теоремы во второмъ слу- 
чаЬ, когда т не делится на^) — 1. 
Положивъ для сокращен1я 

5„=1'"-1-2'"-»-3'"-1-. . .н-(р_1)*", 

мы замЬчасмъ, что прн доказательств* можно ограничиться 
иредположен1емъ т<Ср — 1; ибо въ нротивномъ случаЬ, по- 
лагая 

т^(р — 1){ч-т', 



г 
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потому 



гд-Ь т есть остатокъ отъ Д'Ьлен1я т на ^> — 1 
О <т'<р — 1, им'Ьемъ 

Г"^!'*', 2"' = 2'"',. . .(р— 1)" = 0— 1)"^(тоа.г)), 

откуда, складывая, получаемъ 

Пранииая это во внимание, переходимъ къ тожественному 
уравнетю 

В приравниваемъ посл'^^доватедьно х=1, 2,. 






-н1, 
- 1 ; пилу- 



-1=1 
-2» = г 



"(»■ 



. . .-1-1, 

^2"--.. 



р■• — (р-1^=^^р-1^-^-^■Щ=^^р-^)•^-'- 
Отсюда, складывая почленно, находимъ 



т(|п — 1) с 



-8., 



ИЛИ, перенося Оо въ первую часть, 

Д^^лая въ этой формуле последовательно ш =: 2, 3, 4, . 
получаемъ рядъ сравнена: 
28, = О, 
38, -н 38, = О, 
4б;,-1-68,н-48, = 0, 



.р-1, 



(1>-Ц8^ 



-(р- 1)8,5^0 
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изъ которыхъ поочередно выводимъ 
1^^^:^- 1 '^"1 ^ **. -52 ^ о, ^, ^ о, . . . 5р_,^ о (той. р). 

Ганъ теорема наша доказана вполне. 
Теорема 2. Изображая соотвмпственно чрезъ ^^,^.^,... ? , 
С1/ММ1/ всевозможныхь произведены изъ чиселъ 1, 2, . . .р — 1 
но одному, по два, по три и т. д., гштьемгрядъ такиссъ сравнетй: 

«1 = 9*2 = • • ■ = Яр-2— о, Зр_.= — 1 (той. р). 
Доказательство. Разсматривая х какъ переменную, лм^смъ 

тожество 

( . {х-1){х-2). . .{x-р-^-1) = x^'~^ — ^^x^'~''~^-^^x^~^—' . . . 

'» ±3 , 

. ар_, ) 

» въ ноторомъ полагаемъ последовательно ж = 1, 2, 3,. . .р — 1; 

получаемъ 

У 

г (у- 1)''"'-8,(у-1)''~'-^</=(г>-1)''-*-г.(г'-1)''-*-ь- • ■ 

I ±гр-,=о. 

I Перенося въ этихъ уравнен!яхъ первые члены въ первой 

^ части во вторую часть и применяя къ нимъ теорему Фермата, 

получаемъ сраваен1я 

' ь-г'- — ь-г'-'н-з.-г'-- . . . ±г,_,= 1 

[ ^^.в^-'-з.-з'— -^г.-з'-— . . .±г,_,= 1 



(7,(2)- 1)'""— г^- 1)'~'-на(2)- 1)'-'-. . . ±г„= 1 



г^ 
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Обозначая теперь чрезът любое изъ чнселъ 1,2,3, .. .^) — 1, 
умыожаемъ V&к части каждаго изъ посл^Ьднихъ сраваенШ соот- 
в'Ьтстветю на 1, 2*", 3*",. . .(р — 1)*", и затЁыъ складываенъ 
ихъ почленно; подучаемъ о^<.^»^'с^^\п. 3^=1%г=+.. .+ (11-0 

гМ *^7,дя ^г/— 7-4»» .глЛ.'т*./?. ?гт< {-'/-^^.у-^/г^тч' ' а., а'г 1^»Г [.>.в4,1с) 

На основанш вышсдоказанной теоремы зам^чаемъ, что вс^; с^ ■п'5'м-ьЬУ'- 
суммы въ первой части послъдняго сравнешя, за исключенхеиъ 
одной, именно-^ р Д'Ьлятся нар; поэтому можемъ ыаписать „., 

1 ^.«..^ (— 1)'"~'2„^р_,=5„ (той.^)). 

Ко, по той же теорем-6, на которую только что ссылались, 
имЬемъ5^,^ — 1 (той. 2?) ; следовательно Гтяи хл1^1. ^р.,'""'\ "/'"/'" 

(_ 1Га^^8^ {шоА.рС\ '"^'•^'•■^'-' ^•^■" ^""''■- 



\/,1.3^П^./1{е^.гГ/6г,и-. (^ 



Д-Ьдая въ этомъ сравнен1и поочередно т=1,2, 5,. . .р~1, 
получаеиъ 

31 = 0, !/я = 0,- • -Зр-.^О, Зр_,= — 1 (шой.р), 

что и сл-Ьдовало доказать. 

Въ ряду сравнен1й по посд-Ьдией тсорем^Ь, особеннаго вни- 
маи1я засл)'я;иваетъ 

д-р-.^— 1 (шоа.р), 
по которому имЬемъ 
(1) 1. 2. 3. . .0— 1)н-1 = (шоЛ.р). г-^~;,'..^..г 

Весьма зам'Ьчательно въ этомъ сравнен1и то, что оно вм^ехъ 
м-Ьсто только тогда, когда р число простое; при сложномъ 
р:=^|^, пронзведеше 1. 2. 3 . . .(р — 1) очевидно д'Ьлится на ^ 



и сравиеи1е првводвтъ къ невозиожному, вменно, что 1 Д'Ё- 
литсл на ^. 

Характеристическое свойство простыхъ чиселъ, выражае- 
мое- сравнетемъ (1), изв-бстно въ а.1гебр* подъ назван1емъ тео- 
ремы Вильсова; оно могло бы служвть критер1у м омъ для узна- 
вашя вростыхъ чиселъ, еслвбъ не встречалось затруднев]й отъ 
большаго числа неизб'Ьжныхъ девств]^. - .„ 

Сл'Т;дств1е 1. Если р число простое, то имгьетъ мгьсто 

тожество 

(а;— 1)(ж — 2){а;— 3). . .(x~рч-^) = а^-^—1~^р^'^x), 

гдгь ({х] изображаетг щьАую функцгю сь цпАыми коеффицген- 
упалт. 

Ыа самомъ д-блЬ, внося во вторую часть тожества 

1х-^1){х — 2){х—В). . .(х~р'+'1) = С1^~'—д^я^~^ 
на мЬсто чнселъ З1, За» ■ ■ • ''^'*' вь1ражешя по ФОрмуламъ 
гдЬ (1у,(1,,. . ■ а , суть ц-Ьлыя чвсла, и называя для сокращен1я 

по.1уча(^ыъ требуемое равенство. 

СлЁдств1е 2. Еслир число щоапое нечетное, то имтьетъ 
мгьсто шоокество 

{х-^){х—2-'){х—Ь^...{х — [^^) = х-т'-\-^-рах\ 

гдп (р;) шобраакаетъ функцш цгьлую съ цгьльит коеффгтген~ 

тами. 
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Д'1йствительно, перемножая почленно рядъ тожествъ 

(ж — 1){х — р-*-1) = я^ — 1 — р{х — 1), 
{х—2)(х—р-^-2) = я? — 2^—р{х—2), 



получаемъ 

{х—1)(х — 2)(х—3). . .(х—рч-1) 

=:(а?—Р){аР — 2'их' — г'). . .(х' — [^у^-^р<р(х), 

гд^Ь ср(а?) изображаетъ для сокращен1я некоторую ц'Ьлую Функ- 
Ц1Ю съ ц'Ёлыми коеФФшцентами. 

Внося на »гЬсто первой части въ посл^днемъ тожеств'Ь соот- 
в'Ьтствующее выражеше по предыдущей Формул*, получаемъ 

Отсюда видно, что разность {{х) — (^{х) содержитъ только 
члены съ четными показателями ; всл'Ьдствхе этого можемъ для 
сокращен1Я написать 

изображая при этомъ чрезъ ^^{х) некоторую ц-Ьлую Функщю съ 
ц'Ьлыми коеФФИщентами. Наше равенство представляется въвид* 

(ж^— Р)(л;2— 22). . .(а;2 — (^У) = а5Р-*— 1-4-^?/;(ж2), 

Подставляя зд^сь въ об'Ьихъ частяхъ х на м'Ьсто ж^, полу- 
чаемъ ' 

(2) (х—Р)(х—2'). . .(х — (^У) = х^—1^рах). 
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Сл'6дств1е 3. Если р число простое нечетное^ то произве- 
денге(1. 2. 3. . ■ ^-5~) (Щвнимо по модулю р съ ( — 1)~^. 

Предложен^ это вьшодится изъ (2), дЬлая х:=0. Оно оче- 
ВВДЕ10 равносильно теореме Вильсона. 

Итакъ, соотв'Ьтственно тому, будетъ ли число р Формы 
4м -I- 1 или 4»-ч-3, будетъ и»гЬть м'Ьсто одно изъ двухъ: 

(3) (1.2.3. ..^У = — 1 (тоА.р) 



(4) (1.2. 3...^)'^1 {той.р). 

Сл'Ьдствхе 4. Если р число простое вида 4я.-|- 3, шо про- 
изведенге 1.2.3... ^ ■ ~ — сравнимо сь однимъ изо чисслъ г!г 1 , 
и наоб(^отъ. 

Это обнаруживается непосредственно, если срав11ен1о (4) 
написать въ другоиъ вид-б, именно: 

А7.-|..Ь5-. 1^1. 2. 3. . .^—1] [1. 2. 3. . .^-1-1] = (таод.р). 

Не мен-бе ясно и то, что произведен1е 1. 2. 3 . . .^-5— не мо- 
жетъ быть сравнимо ни съ — 1 ни съ и- 1 , если р есть вида 
4п-1- 1; на это прямо указываетъ сравнение (3). 

Испытывая поочередно различныя простыл числа, получаеиъ 
сл-Ьдующую таблицу для абсо.11отно малыхъ вычетовъ г ироизве- 
ден1я 1. 2. 3. . .^~. 



4и-«-1, 


г 


р = 4п-ь8, 


г 
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3 


-1-1 


18 


б 
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— 1 


17 


—4 
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— 1 
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12 
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37 
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23 


-4-1 


41 
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34 
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67 
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35. Съ помощью одвого изъ предыдущихъ сравнеи1Й итко- 
доказать знаменитую теорему Фермата, относящуюся къ про- 
стымъ числамъ вида 4п -ь 1 . Но начнемъ съ доказательства слЬ- 
дующей леммы. 

Лемма. Всппй дгьлитель суммы двухь взаим но прост ы.гъ 
кьадратовъ ашъ разлагается на сумму двухь квадрашовъ. 
На основан1И изв'бстнаго тожества 

{а'^}^){<^^<Р) = {ас^Щ^-^(аа — Ьс)^ 0'| '•'" 

мы закЛгочаемъ, что нроизведенхе какого угодно числа цЬ-к.тхъ 
множителей, изъ коихъ каждый есть сумма двухъ квадр!Г1'онъ, 
разлагается па сумму двухъ квадратовъ. Сл'1довательно п|)11 ди- 
назательств^ леммы мы въ прав4 ограничиться предположен 1с>1Ъ, 
что ра,зснатриваеиый делитель цростой. Можно предпол<|;|;1Г1ъ 
еще, что опъ > 2, ибо число 2 есть очевидно сумма двухъ гва- 
дратовъ Р-ь V. 

Пусть 2) означаетъ простой нечетный д'Ьлитель суммы а--\- Ь-, 
при чемъ числа в и & относительно простыя. Въ уравнен!!! 









(!)■ 



-ъ^=п 



сл+>дуетъ предполагать ?> 1, ибо при 3^1 справедлпвусть 
леммы очевидна. 

Мы понажсмъ, что съ помощью равенства (1) можно соспа- 
ввть другое равенство (?-^^^р^ такого же вида какъ (1), 









я.:!; 



ке.>. 
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но въ котороыъ коеффицхентъ <( будетъ меньше }, Уменьшая 
такииъ образонъ послЬдовательно коеФФИЦ1ентъ во второй частд, 
мы, очевидно, дойденъ до такого равенства, въ которомъ этотъ 
коеФФИЦ1ентъ будетъ равенъ 1, и следовательно лемма будетъ 

доказана, пе^гх. г~о^*:^ь Н оло^иляы-*^ ^^^к^^,лл^^,<л^^'^■и.\ мл-гуи, д^^^^^^^; ^;йл^^«ж^ 

^^ Допустивъ сперва, что въ (1) одно изъ чиселъ а \\Ь иди оба 
больше у. Въ такомъ случа* составляемъ абсолютно ма.1ые вы- 
четы чиселъ о и 6 по модулю ■р. Обозначивъ ихъ числовыя вели- 
чины чрезъ а и &', им'Ьемъ 

а'^±а (шоД.р); Ь' ^ ± Ь (той. ^)), ' 

Возвышая об^ части каждаго изъ этихъ сравнен1и въ ква- 
дратъ и зат^мъ складывая ихъ почленно, получаешь 

а" -н Ь'* = а^ и- Ь^той. ^^); 

отсюда заключаенъ 

а^ -к &'* ^ О (той. 2)) , 

всл'1дств1е чего можно написать 

(2) а^^У^^ш. 

Зд^сь 2'<з; ибо по предположен1ю по крайней мЬр'б одно 
изъ чиселъ о, Ь больше своего абсолютно малаго вычета, что 
приводить къ неравенству (1^-нй^> а''^-1-&'^,-^или ш'>р4\ 
а это по сокращеши на ■р даетъ 2 >■ д'. 

Легко также убедиться, что 4 не равно нулю. Въ против- 
номъ случае мы им^ли бы «' = &'=: О, а эта приводитъ къ 
сравненгяиъ 

а^О, 6 ^ О (той.^)), 

что невозможно, ибо а и 6 относительно простыл. 



Изображая чрезъ X общдй наибольшей д-Ёлитель чиселъ а и &', 
мы зам'Ьчаеиъ, что X не д^Ёлится на р\ ибо доиустивъ противное, 
мы им'Ьли бы сравнешя а'^ Ь'^ О (той, 2)), откуда вытекаетъ 

а ^ & ^ О (шой.^?), 
что невозможно. 

* Вторая часть равенства (2) д'Ьлится на Х^, а такъ какъ X и р 
относительно простыл, то следовательно <( д-Ьлится на Х^. Полагая 

а = Хо", Ъ' = ХЬ", ^' = Х^з", 

ввосимъ этк выражен1я въ (2), и загЁнъ сокращаеиъ об*]^ части 
на Х'*; получаемъ 

КЗ) а"^'+-Ъ"^=м"- 

Въ равенстве этомъ а" и Ъ" относительно простыя, что ^- 
сается коеФФИц1ента з", то 

Следовательно въ разсматриваемомъ случа*, когда въ (1) 
одно изъ чиселъ а, Ь или оба >^, возможность аонижен1Я 
кое4"1>иц!ента $ доказана. 

X. Переходнмъ ко второму случаю, когда оба числа аъЬ меньше 
~. Прежде всего отм^твмъ неравенство 

нлв 

П < |\ 

откуда получаемъ 

(1) ■ 3<|- 






Одозаачая чрезъ а^ и Ъ^ абсолютно малые вычеты чиселъ 
I 6, составленные по модулю д^ ин-Ьемъ 

а^а^, Ь^\ (ш0(3. д). 
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а^ -н &! 


= о=-н6'=0 (той. г) 


вс1*дств1е чего можно написать 


(5) 


<-^ь• = ^^^, 


при ченъ ии'&емъ 






,,,.|^|, ..;.,4 


откуда заключаемъ 




(в) 


•■■9,^|- 



"1 



Съ другой стороны, коеФФИщентъ д, не равенъ нулю. Ибо 
допустивъ ?1 = О мы им-Ьля бы уравнение а^ -+- Ъ^ ^^ О, откуда 
вытекаетъ 

а это приводить къ сравнен1ю 

а^б^ О (той. 5), 
что невозможно. 

Принимая къ свтЬд'Ьн1ю вышесказанное, перемножаемъ те- 
перь почленно равенства (1) и (5); получаеиъ 

■ли 

(ай^ -I- Ь6^)^ -н (я^, — а^Ь)^ ^ рФч^ • 

Такъ накъ а, ^ а и Ь^^Ъ (той. д), то следовательно 

оа, -ч- ЙЬ, ^ а^ -»- Ь^ ^ О (шой. д), ^^^^ о-^* 6 *■= (><^ . 
об, — Я|& ^ О (п10(3. д) , 
и поэтому можно написать 

аа,н-Ь&, =дс, 
оЬ, — а,Ь ^ ^Л. 




Бносимъ эти выражен!я въ первую часть иредыдушдго ра- 
венства и затЬмъ сокращаемъ об* части на у*; получаемъ 



^<Р=:р^^. 



1ажая чрезъ [1 обвдй наибольШ1Й делитель чиселъ с и й, 
мы заи'Ьчаеиъ, что [1 не дЬдится на р. Ибо донустивъ противное 
мы имйяи бы два сравнен1я 

с^й^О (той.р), 






который приводятъ къ такимъ: 

аа, -*~ЪЪ, ^ О 



{{той. р). 

Умножая об* части перваго изъ нихъ на о,, втора1'о на Ь,, 
затЬмъ складывая, получае1аъ 

а(а^^ -»- Ъ^^) = О (той. р). 

I Но а есть число простое съ р; поэтому последнее сравнен1е 

, можно сократить на я, поел* чего получаемъ 

«1^ н- 6^^ ^ О (той. р), 
ал 

^^^^ о (той. ^)), 

сравнипе невозможное; ибо з < у, ад,, будучи ^^, т4мъ са- 
мымъ < ^. 

Итакъ, числа р. и р относительно простыя. Отсюда сл^дуеть, 
если принять во внимание (7), что д,^ делится на ^\ Полагая 

изъ (7) выводимъ 

(8) с'*-^а'^ = 'р4х' 



ь(7). 1 



I 






Еся [1^1, посЛднее равенство не отячается тшда отъ 
Во вгякоыъ случа'1^ ни^енъ 

при эшхъ числа с ч с^ относительно простыл : сгЬдовательно 
равенств (8) удовлетворяетъ треоуемымъ уеювшмъ, и такимъ 
<^)браз')М[. .1е1и1а доказана вполне.'^ 

Съ ея воиощью доказывается очень нросто вышеупомянутая 
те<^>рел1а <&ериата, которая состонть въ сл^&д^ющемъ. 

Теорема. Всякое простое число вида 4п-к1 разлагается 
на С1/ММ1/ двухъ квадратовъ. 

Д1;и(твительно, сравнен1е (3) предыдущаго номера показы- 
ваетъ, ч го простое число р вида 4п и- 1 есть делитель суммы 
двухъ нвадратовъ 

(1.2.3...«^)"-.1, 

отсюда, ыа основати предыдущей леммы, заюючасмъ, что р 
раз-чагаегся на сумму двухъ квадратовъ. 

3)). Въ заключеше настоящаго параграфа мы укажемъ на 
'^"'хС.Ол- *'Д'^У 1'<'11*1улУ) хорошо известную въ анализе, съ помощью кото- 
|)ой ']'еореиу Вйльсоыа выводинъ почти непосредственно, но 
в<:е-так11 приЕимая теорему Фермата за изв'Ёстную. 

Подставляя въ об'Ьихъ частяхъ тожества 

(.(:-»-1)" — ж" = ш;''-'-к^^^^=^а;"~*-|-. . .-4-1 

.г-ь 1 11;1 м-Ьсто X и изъ полученваго такииъ образомъ новаго 
тож(!С1ва вычитая почленно предыдущее, получаемъ 

2)" — 2(а;-н 1)''-ьж"^п(» — 1)а;"~''-1-^>,ж"~^н- . . ., 

гд^ р1, Р^,' ■ • изображаютъ Ц'&лые ковФФИщенты, выражешя 
которыхъ н*тъ надобности составлять. 
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Подставляя въ об*ихъ частяхъ посл^^цняд) тожества а; -•- 1 
на ыЬсто X, в изъ получешаго такимъ образомъ тожества вы- 
читая предыдущее, находимъ 

(а; -4- 3)" — 3 (а; н- 2)" -н 3 (ж -н 1 )" — ж" 

^и(п — 1) (п — 2)x'*~^-^-^x'^~*-^- . . . 

Посл-Ь повторенхя {т — 1) разъ подобной операцш, находнвгь 

(хч-т)" — у(з:-ь-ш — 1)"^- *"''!'"" (ж -и яг — 2)"—. . . 

_,_(_])'" а;" — »(«_]) (п~2). . .(я — тн-1)а;'*~"' 

гд'Ь я, . . . изображаютъ Ц'Ьлые коеФФищенты. 

Для насъ особенно важеаъ частный случай, когда от = и; 
тогда им'Ьемъ 

-ь( — ])"а;"= 1. 2. 3. . .п. 

Это именно н есть та Формула, на которую иы желали ука- 
зать. Д'Ьлая въ ней х^О, п^р — 1, получаемъ 

-1-(— 1)'^»г=11Р-'=1. 2. 3. . .{р — 1). 

Допустввъ теперь, чта число р есть простое, и пршимая во 
вниыате теорему фермата, им4емъ , ^™1'// 

(г-1)^'=1, (р-2)'- = 1, (р—3)<^^=^,. . . 

1''~' = 1 (тоЛ.р), 

всл11дств1е чего посгЁднее равенство приводить къ сравненш 

1. 2. 3. . .(р_1)^1_^-ч-(Е11^^_. . . 

— ^~ (той.^)). 






По изв'Ьстноиу свойству коеффищентовъ въ биномтЬ Нью- 
тона вторая часть посл'бдняго сравнеа1я равна — 1 ; следова- 
тельно 

1. 2. 3. . .(г) — 1) = — 1 (тоа-р), 

что и требовалось показать. 



$ V. Р1^шен1е сравцен!й первой степенн. 

Ш«4'Л.'ь»-^г: 37. Въ теор1и чиселъ разсматриваются сравнешя вида 

(1) Аx'^'^-А^з^'-^-. . .-н^„_,а;-н^„= О (той. й), 

гд4 А, ^1,. . . каие нибудь ц'Ьлые коеффищенты, х ееизв^Ьст- 
ное д'Ьлое число. 

Если коеФФищенты Л, А-^, А^, . . . соотв'Ьтствешю сравнимы 
по модулю к съ числами А', А\, А'^, . . . , те сравнение 

(2) А'х" -+- А\х''~^ -ч- . . . -»- А'^_^х -+- Л^^О (шо<1. к) 

равносильно сравненш (1), то есть, всякое число ж, удовлетво- 
ряющее одному изъ сравнений (1) или (2) будетъ удовлетворять 
и остальному. Поэтому сравнев1я (1) и (2) не сл-Ьдусть считать 
за различаыя, и всегда можно предполагать, что въ данпомъ 
сравненш всЬ коеФФиц1енты положительны и меньше модуля 
или, что числовыя ихъ величины не превышаюгъ половины 
модуля. 

Степень сравнения опреД'Ьляется наивысшею степенью пенз- 
В'Ьстнаго ж, у которой коеФФИЦ1ентъ не д^Ьлится на модуль ; такъ, 
наприм'Ьръ, степень сравнения 

14а;' — 7ж^ — 2ж^ -+- 3 ^ О (той. 7) 
есть 2. 

Если число л; ^ а удовлетворяетъ сравнешю (1), то и всЬ 
числа, сравнимый съ а по модулю &, также будугъ удовлетво- 
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рять тому же сравнен1ю. Так1Я р'бшешя не считаются за различ- 
ныя; напротияъ, два числа, удовлетворяюиця сравнешю (1), но 
не сравнимый между собою по модулю Л, считаются за различ- 
ный Р'бшешя. Отсюда вытекаетъ, что число р'Ьшенш какого 
угодно сравнешя равняется числу чиселъ въ ряду 

О, 1, 2,. . .й— 2, й- 1, 

удовлетворяющихъ ему. 1^.с. к.е Гв^уие, к- 
Наприм']^ръ, сравнеше 



X' 



7_|_^^2ж^— Зж* — 4л;«-^-2л;2-^-Зл;н-.2 = (той. 11) 



им'Ьетъ всего три р'бшешя, именно: 



X 



3, 8, 10 (той. 11), 



или, что одно и то же, 



X 



3, —3, —1 (той. 11). 



Р'бшешя сравнен1я называютъ также его корнями, 
Сравнеше называется тожественнымъ^ когда всЬ косффи- 
щенты его Д'Ьдятся на модуль ; тогда всякое ц'Ьлое число удовле- 
творяетъ сравнешю. Однако нельзя утверждать обратно : потео- 
рем'Ь Фермата сравнешю 

хР — а;^0(той. р), 

при р простомъ, удовлетворяетъ всякое ц'Ьлое число, между тбмъ 
оно не есть тожество. 

38. Переходя къ сравнешямъ первой степени, начнемъ еъ-^с ка^<%,х1сл>.: 
доказательства сл'Ьдуюш,ей основной теоремы. '^к. Гсг^г.и^и 

1 
\ 

Теорема. Если числа а и к относительно простыв, то 
сравненге 



ах^Ъ (той. к) 
имгьетг одно и только одно ртьшенге. 



7* 
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Н'Ьтъ някакого труда доказать вапередъ вевозможиость 
существован1Я двухъ р^шешй. На самомъ д*хЬ, допуствмъ, что 
два числа я\ в х^ удовлетворяютъ означеннонусравыешю; ингЁемъ 



(той. 4), 



откуда посредствомъ вычиташя выводимъ 

а{х^ — ж,) ^ О (той. к). 

ОбЬ части этого сравнешя иожно сократить на а, посл^ 

чего подучаемъ 

Жд — Ж, ^ О (той. к), 
ил 

х^ ^ г, (шой. к). 

Это показываетъ, что р-Ьшенхе х^ не отличается отъ х^. 
Итакъ, намъ остается доказать существоваше одного р'Ёше- 
н1я. Это д-Ьлается легко на разные способы. 

Первое доказательство. Составляет, произведейя 
О, а, 2а, За,. . .{к — 1)о 

и называеыъ соответствующее имъ наименьш1е положительные 
вычеты Ч1)езъ 

(1) г^,г,,г^,г^,. . .г^_,. 

ВсЬ числа въ посл^днемъ ряду различны. Д'Ьйствительно, 
есга допустииъ, что г^ ^ г- при различныхъ значкахъ г и у, то 
по-чучаемъ сравнен1е 

га ^за (той. к), 

которое по сокращеиш на а приводится къ такому: 

г — У ^ О (шой. 4), 

а это невозмошно, ибо оба числа г я У меньше к. 



1 

ть 1 

то 



101 



9 

Отсюда сл^дуетъ, что рядъ (1) представляетъ некоторое 
перем4щеше чиселъ 0, 1,2,.../!; — 1, и потому между числавш 
(1) находится одно и только одно, которое сравнимо съ Ь по мо- 
дулю к. Пусть это число есть г^; им^емъ 

Ъ^г^ (той. к) , 
аа^г^ (той. А), 



откуда выводимъ 



аа^Ъ (той. к). 



Число а удовлетворяетъ данному сравнетю. 

Второе доказательство. Такъ какъ по предположенш об- 
пцй наибольшш д'Ёлитель чиселъ а ик равенъ 1 , то можно найти 
два ц-Ьлыхъ числа и я V удовлетворяющихъ уравнешю 



аи 



кV=1. 



Это было доказано въ начал* первой главы. сд* л. 3 с»V|г. V. 

Умножая об* части посл'Ьдняго равенства на Ь, получаемъ 

аЪи-^Ш? = Ъ, 

отсюда вытекаетъ сравненхе 

аЬи^Ь (той. А), 

которое показываетъ, что Ъи удовлетворяетъ данному сравнешю. 

Третье доказательство. По теорем* Эйлера им'бемъ г и г»дз. . ^ 



а 



ф(*)=1 (той.й). 



Отсюда, умножая об* части на Ь, получаемъ 

Ьа^*>=Ь(той.й). 

Всл*дств1е этого сравненхе 

ах^Ъ (той. к) 




оказывается равноси1Е<[1ьшъ сравнеиш 

ах ^ Ьа**** (шой. к), 
а это посгЬднее по сокращешя на а приводится къ такому 

а:=6й''*'-'{шос1.А), 

которому очевидно удовлетворяетъ всякое число, сравнимое по 
мо,1улю к съ произведен1емъ 

39. Покажемъ теперь, какъ определяются р'6шеи1я сравнен|я 

(I) ах^Ь (той. А) 

в ь гомъ случа'Ь, когда общ1й наибольш1Й делитель Й чпселъ а и к 
больше 1. 

Если Ъ не Д'блится на А, сравнен1е не им-бетъ вовсе р-Ьшен1Й, 
ийо по свойству сравнимыхъ чиселъ всяк1Й общ1Й д1;.штель чи- 
солъ аък долженъ делить Ь. 

Допустшаъ, что Ь делится на Л. Въ такомъ сл^^атЬ мы ыо- 
жемъ сравненхе (1) заменить сл^дующииг, равносильнымъ ему: 

(2)..- |«; = |(1по4.|)> 

которое подходить подъ случай, разобранный въ предьтдущемъ 
номер'Ь; ибо числа 4- и -т- относительно простыв. 

Изображая чрезъ а число, удовлетворяющее (2), пм1Ьемъ 
Формулу 

(3) x = а.-^^^, 



которая даетъ вс'Ь числа, удовлетворяюпця сравнен1Ю (1); при 
эгомь нереы'Ённое I принимаетъ всяк1я ц-ёлыя значен!». 

Чтобъ два значен1я х составляли дМствительно различный 
р4шешя сравнения (1) достаточно и необходимо, чтобы соотв-Ьт- 
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ствуюшдя им'ь З11ачен1я перем^Ьннаго { были несравнииы между 
собою по модуж» 4. Действительно, если допустииъ, что ^^ ^ (^ 
- (той. й), то отсюда получаемъ 

I- ', = !'> (той.*); 

прибавляя къ об-Ьимъ частяиъ по а, им-Ьемъ 

а-|-^(1^а-|--^^з (шо<1. к) 
а^и 

ж, ^ гСд (той. к). 

Наоборотъ, изъ посл^дняго сравнения, сл^ад^я обратнымъ 
порядкомъ, приходимъ къ сравнен1ю ^^ ^ (^ (шой. й). 

Итакъ, чтобы изъ (3) получить вей р-Ьшешя сравнешя (1), 
стоить только для ( давать последовательно значешя, состав- 
ляюпця по.1шую систему чпселъ несравнпмыхъ по модулю й, 
напримЬръ, (^0, 1, 2,. . .Л — 1. 

Отсюда гюлучаемъ теорему. 

Теорема. Если общгй наиболыиш д}ьлитель й чиселг а и к 
дуьлитъ Ь, то сравпенге 

ах^Ь (той. к) 

импешъ ровно д, рпгаеигй; ест они'опрсдгьлятпся помощью одного 
изъ нихъ а по сдлдующимъ формуламъ: 

х^а, х,^а-*--^, Жо ^ а и- 2 ^, . . . 




;с^_,^ а -н (й — 1)-д- (шой.Й). 

Примпръ. Определить р-бшенхя сравнен18 

20з;=28 (той. 132). 

Разделяя обе части сравнен1Я и мод;'ль на й ^ 4 , полу- 
чаемъ сравнен1е 

5а; = 7 (той. 33). 



х^а (шо<1. о), х^р (шод. Ъ),. . .х^*( (той. с). 
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По одному изъ трехъ вышеуказанныхъ способовъ находииъ 
р^шеше посл-Ёдвяго сравнетя х^в. Отсюда оряно находииъ 
ВСЁ р^шешя даныаго сравнев1я; нхъ всегд четыре: 

х = Ъ, 41, 74, 107 (той. 132). 

»;< ^и).- 40. Теперь иы можеиъ показать способъ аахожденхя всЁхъ 
;$Йа^"-*'** чсселъ ;г, удовлетворяющихъ одновременно н*сколькимъ сравне- 
'^вГй'^е.^Е Н1яиъ такого вида; 

гдЬ модуля а, 6, . . . равно накъ и а, р, . . . суть каыя угодно 
данныя числа. 

Въ нЬкоторыхъ изыскашяхъ задача эта представляется 
существенною; сейчасъ мы покашеиъ одно взъ важн^шихъ ея 
прнложешй. 

Переходя къ р-Ьшенш, мы начнемъ съ двухъ сравнен1й 

(I) х^а (той. а), я:^ Р (той. Ъ). 

Числа, удовлетворяюоця первому, онред'Ьляются Формулой 

(2) х^а-+-ау. 

Вставляя это выражен1е на м*сто х во второе (1), полу- 
чаемъ услов1е для опред'Ёлен1я у 

(3) ау^^ — а (той. Ь). 

Всякое число у, удовлетворяюш;ее (3), опред-бляетъ по Фор- 
муле (2) соотв'1тствующее число а;, которое удовлетворяегь 
обоимъ сравнен]ямъ (1). 

Весь вопросъ сведенъ на р'Ьшен1е сравнения (3). 

Если общ1й наибольшШ делитель Л чиселъ а и 2> не Д'^иштъ 
разности а — р, сравнеше(З) аеим-1етър'6шеи1я; тогда сравне- 
шя (1) находятся въ противор'Ьч1И между собой: задача невоз- 
можна. 
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Напротивъ, если разность а — р делится на й, сравнеше (3) 
И1кгЬетъ р-Ьшенхн, и веб они получаются изъ одного у^ по Фор- 
муле 



У = Уо-^Т*^ 



давая для I всяшя ц'ёлыя значен1я. Сл']&довательно вс^ р']&шешя 
сравнешй (1) получаются изъ общей Формулы 

Ихъ число, какъ видимъ, безконечно велико; но в&к они 

сравнимы между собой по модулю ^ , и если обозначить одно, 

любое изъ нихъ чрезъ x^^ то посл'Ьднюю Формулу можно напи- 

сать такъ: . / \ • 

х = х^(той.^У 

при этомъ сл'Ьдуетъ обратить вниманхе, что модуль ^ равенъ 
наименьшему кратному модулей а и Ь. 

Перейдемъ теперь къ тремъ сравнешямъ 

(4) . . х^а (той. а), х^§ (пюй. &), х^у (той. с). 

Беремъ сперва два изъ нихъ, наприм'Ьръ, 

х^а (той. а), ж ^ р (той. Ь), 

и узнаемъ, им'Ьютъ ли они р-Ьшенхе или н4тъ. Въ посл'Ьднемъ 
случае задача невозможна, между гЬмъ какъ въ первомъ случа* 
сравнешя (4) равносильны двумъ такимъ: 

х^х^ (той. -^ |, х^ч (той. с). 

Р'Ьшая ихъ по предыдущему способу, мы опред'Ьлимъ всЬ 
Р'Ьшешя системы (4). 

Подобнымъ образомъ сл-Ьдуеть поступать въ случае какого 
угодно числа сравнешй вида (1), и на основаши вышесказаннаго 
заключаемъ сл'Ьдующее. 
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Теорема. Рпшенге сравненгя какой угодно степени ^(х) 
(тод. к) со сАожнымъ модудемъ к^р" ^ , . .г* приводится къ 
рпшенгю нпскоАЬкихъ отдгьльныхъ <щвненгй 

({х) = О {той._р'"), Аж) = О (той. 2^, - . . Да:) = О (той. г"^), 

модули которыхъ суть степени простыхъ чиселъ. Чисдор)ъшенЫ 
начального сравненгя равно произведент чиселъ, показываюгц/ихл 
сколько ргьшенш импетъ каждое г^зъ послгьдниая. 

Въ самомъд'бл^Ь, всякое число х, удовлетворяющее сравнение 

(I) {(х) = 0{той.р'^^. . .г') 

удовлетворяегь каждому изъ сравнений 

С{х) = о (той. р"), 

/■(ж) = О (той, 9^), 



Л 



(2). 



{(х) = О (той. г'), 

и наоборотъ, всякое число х, удовлетворяюш,ее калиому изъ 
сравнен1Й (2), удовлетворяегь также (1). 

Если, сл^^довательно, одно какое либо (2) не ии'1етъ р'Ёше- 
йя, то сравнеше (1) невозможно. 

Допустимъ, вообще, что сравеен1е {(х) ^ О (той, р°^) им-бетъ 
т р-Ьшенш, и обозначимъ вхъ чрезъ я,, о^,. . .а^; что сравне- 
Н1е /"(ж) ^ О (той. д^) ш^^&етъ т' р'бшеахй, и обозначимъ ихъ 
чрезъ й|, б^,. . .Ьд,', и такъ дал^. Всякое число гс, удовлетво- 
ряющее одновременно сравнешямъ (2), будетъ очевидно удовле- 
творять сравнешямъ 

= а^ (той. р% 
= Ь^ (той. с^), 



(3). 



х^с^ (той. г'), 
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гд'Ь а^ изображаетъ одно нзъ чиселъ о,, а^,. , .о^, Ъ, — одно 
взъ чиселъ Ь^, Ь^, . . .6^- и т. д. Наоборотъ, если о^ изобра- 
жаетъ любое число въ ряду а,, а^,. . .а^, Ъ^ — любое число 
въ ряду ^1, Ьа,. . .6^/ и т. д., то всякое число, удовлетво)1ию- 
щее сравнен1ямъ (3) будетъ удовлетворять всЬмъ сравнен1!!иъ 
(2), а тЬмъ самыыъ и {]). 

Итакъ, каждое р'Ьшеше сравнен1я (1) есть решете системы 
вида (3), и наоборотъ. Различнымъ р-Ьшетяпъ сраБнев1я (1) 
соотв-Ьтствуютъ различныя системы о^, &., ... с,; поэтому 
число р'Ёшешй начальнаго сравнен!» равняется числу вебхъ озна- 
ченаыхъ систевгь, что въ свою очередь равно произведсн1ю 
т т'. . . Теорема такимъ образомъ делается очевидной. 

Примпръ. Требуется найти веб р-Ьшетя сравнешя 

а^ — 7ж н- 1 = О (той. 45). 

Для этого ищеиъ сперва р'&шен1Й сравнешя 

3? — 7л;-н1 = (в1оа. 5), 

которыя, зам'Ьтимъ, получаются зд-Ьсь непосредственно, пбо 
сравнен1е можно написать такъ: 

(ж — 1/ = О (той. 5), 

откуда видно, что существуегь одно только р-Ьшен^е а; = 1 . 
Переходимъ затЁмъ къ сравнешю 

я^ — 7ж-ь1 = (той. 9); 

оно также р'бшается непосредственно; стоить только написать 
его такъ: 

(а;-1- 1)^=0 (той. 9); 

отсюда видно, что существуютъ два р^Ьшешя и не бол^Ье, именно, 




4 



4 
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Р'Ьшаеиъ теперь по изв-Ьстному намъ способу совокупную 
систему 

ж ^ 1 (шой. 5), х^ — 1 (той. 9); 
находимъ 

л; = — 19 (тод. 45). 

Это одно р'Ьшен1е даннаго сравнешя, 
Р'бшаемъ вторую систему сравнений 

X = 1 (той. 5), я: = 2 (той. 9); 
находимъ 

а;^ 11 (той. 45). 

Это второе р'Ьшеше даннаго сравнения. 

Другихъ р'Ьшешй, крои'Ь найденныхъдвухъ, несуществуетъ. 



$ VI. Р^Бшен1е н11сеольеи1ъ совокупныхъ сравненШ первой 
степени. 

Жл«иЪщ*_|;,ъ 43. Обозначивъ для сокращетя чрезъ и^, м^, м^, . . . «„ 
л^°и4^'!'^^' линейный Фушсц1и 

и^ = а■^-^x^-^-а■^^X2-\- . . ■-*-<^1п^п~*~\1 



въ которыхъ коеФФиц1енты а-^,,. . . о„ „ равно какъ п посл'Ьдн1е 
члены \,Ъ^,. . .Ъ^ суть ц-блыя числа, — мы предлагаешь себй 
найти ц'Ьлыя числа х^, ж^,. . .ж^, удовлетворяюпця слтЬдующей 
системе сравнешй: 

(I) «1 = 0, Мд = О, . . . м„ = О (той. Щ. 
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Для этого мы сд-Ёлаеиъ несколько предварительныхъ заи'Ь- 
чанш. 

Очевидно, что изъ системы (1) можно выводить на разные 
способы новый системы ливейныхъ сравнешй, которымъ будутъ 
удовлетворять всЬ р'6шев1я системы (1); пусть одна изъ такихъ 
системъ будетъ 



(2). 



= О, «2 = О, . . .г>„ = О (то(3. Щ. 



Новая система (2) не всегда иожетъ быть считаемой за 
равносильную съ (1); для равносильности необходимо доказать, 
что всякое р'6шен1е системы (2) удовлетворяетъ также и (1). 

Дв-Ь системы сравнен1Й, равносильный съ некоторой третьей 
свстемой, равносильны между собой. 

Каждый изъ коеФФИц1ентовъ а^^, равно какъ и каждый изъ 
изв'1стнызъ членовъ Ь^, въ системе (1) можно зан^&нить числомъ 
сравнимымъ съ нимъ по модулю к; полученная всл*дств1е этого 
новая система очевидно есть равносильная съ первоначальной. 

Можно также о&Ь части каждаго изъ сравнен1й (1) умно- 
жить на любое число простое съА;; полученная новая система 
будетъ очевидно равносильною съ первоначальной. 

Наконецъ легко заметить, что на м4сто какого нибудь 
сравнен1я въ систем'Ь (1), наприм^ръ м^^О (той. к), можно 
подставить сравнете «^ — тм-^О (той.. Л), при чемъ ^ не 
равно г; полученная новая система будетъ равносильною съ 
первоначальной. 

Относительно посл-бдней подстановки сл^Ьдуетъ сделать два 
эам'Ёчан1я : во первыхъ, она не изм^няетъ значен1я опред'блителя 
данной системы 



^1^^а'*'^1^^а"*' - 


■-^*,,^п-^':,=0 


Ьг1,х,^Ь^Х^-^ . 


■-^К^\-^'1 = о 


Ьг.,Х,-^ . 





:,;:.:::::::::: 
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во вторыхъ, если □рии'Ёнять ее вадлежащииъ образомъ пооче- 
редно къ разнымъ сравнен1ялъ (1), то всегда можно дойти до 
такой простгьйшей системы: 



(8) 



иря чемъ будетъ илЛть вгЬсто сравнен1е 

(4) \, \^. . .Ь„^^±Д (юой.й). 

Р'Ьшен1е системы (1) приводятся къ р*шец1ю системы (3), 
а это посл'&днее состоитъ очевидно въ посл^&доЕательнои'ь р1^ше- 
н1и п сравнений, каждое съ однимъ неизв'Ёстнымъ. Такныъ обра- 
зомъ предложенная задача всегда приводится къ р'Ёшен1ю сравне- 
ния съ одыямъ неизв^Ёстныиъ. 

Беля определитель А простой съ А:, то каждый язъ ковФФ^- 
щентовъ й,^, йа„, . . .6„„ есть простой съ к; это видно нзъ (4). 
Тогда каждое изъ сравнен1Й (3), начиная съ иосл^дняго, даетъ 
одно и только одно р^шен^е для соотв'Ьтствуюа1аго неизв^стнаго, 
и поэтому система (1) им4етъ одно и только одно р'Ьшенхе 
(Ху, х^,. . .х^. Напротивъ, если Д не простое съ к, тогда по 
крайней и^р'Ь одннъ взъкоеФФиц^еятовъЬ, ,, Ь^а'- ■ -Кмч иоло- 
жимъ Ь( , , есть число не простое съ к, и потому сравнеп1е 

^^^^^~*~^^^-^-^^^-^.^~*~ ■ • ■ -*-Ь^„я'„-+-С( ^ О (той. й), 
помощью котораго опред-бляемъ х^ по изв-Ьстнымъ ран4е з:,.^_,, 
х^_^, . . -х^, или не будетъ ям'Ьть ни одного р4шен1я, или бу- 
детъ ихъ ии^ть несколько. Сообразно съ этимъ в система (1) 
или не будетъ нм-бть вовсе р-Ьшенхй, или будетъ ихъ им-1ть не- 
сколько. 
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На основанш вышесказаннаго заключаеиъ, что свстеиа одно- 
родныхъ ливейныхъ сравненШ 



*1,1 ^1 -*" ''^1^ ^2 



а^^х^-^а^х^ 



\Х^1 -^ %2^2 



%^«— ^ ^ 



• • • 



%^п 



• • • 






о 



о 



(той. к) 



ишА&гь одно только очевидное р'Ьшенхе 



X, 



X. 



2 



X 



8 



• • • 



л;^^ о (той. X;), 



если ея определитель простой съ й; въ противномъ случа* она 
им-Ьет^, кровгЬ очевиднаго, еще одно или несколько другихъ 
Р']&шенш. 

44. Понятно, что данную систему линейныхъ сравнен1йС»^^га:[,>^<?ы^А. 

МОЖНО разными способами приводить КЪ ПрОСТЪИШеМу виду; сл4М>гс.иы «.а© 

въ частныхъ случаяхъ могутъ встречаться особенности, позво- ^.^р,!',:^^. 
ляюпця быстро достигнуть ц^ли, если ими воспользоваться ''*^^^^' 
удачно. 

Въ случае, если определитель системы простой съ модулемъ, 
нетъ надобности для определешя решешй приводить систему 
КЪ простейшему виду: можемъ написать прямо все решешя, поль- 
зуясь общеизвестными Формулами изъ теорш определителей. 

действительно, положимъ что дана система сравнен1й 



(1) 



п. 



«1,1 а'! 



»а,1^1 



«1,2 «2 
«2,2^2 



^ %«'! 



^,^^г 



1,П П 1 



\п^п 



п^п п 



'2 



п 



(той. Л), 



8 



ипред'Ьлитель которой обозначимъ чрезъ Д. Изображая чрезъ Д^ 
ипредйлитель составленный по Формул'Ь 



0_.в„»- ■ ■^^^ .0„0„,-_^.. . .С 

11,1 П)2 П,( 1 П П,|-Ы 

111111 чемг значекъ г прннимаетъ всЬ значен1я отъ 1 до и, для 
ппред'Ё1ен1я неизв'Ёстныхъ ии11емъ систему 



(3) 



Ах-^ ^ Д^ 
Дж, ^ Д„ 



Д;с„1 



(той. к). 



равносильную съ (1). 

Если определитель Д не простой съ й, то относительно си- 
стемы (2) можно сказать только то, что она есть сл4дств1е (1), 
1111 нельзя утверждать обратное, что (1) есть сл'6дств1е (2). 

Цримп^. Найти всЬ р-Ьшенхя трехъ сравнешй 

2х — Ву-*-5г^Ь \ 
Зхч-2у'*-7в^ — 1 [ (той. 18). 
5а; — 4у -»- 6г ^ 1 | 
Данная система равносильна сл']&дующей: 
2х — Зг/-»-5г^5 к 
ж-1-5у-^-2г = — 6 [ (той. 18); 
а; -ч- 2?/ — 4г ^ 9 ) 
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эта равносильна такой: 



1У 



4^ 
5^ 



3 I (той. 18). 
5 



Беремъ теперь во вниманхе систему двухъ посл'Ьднихъ 

сравнешй 
^ 3«/ н- 6^ = 3 

(той. 18) 
7у-+-5;8г^ — 5 



и зам'Ёчаемъ, что она равносильна сл'бдующей: 

32/-н6^ = 3 
у — 1г^1 



(той. 1 8), 



а эта въ свою очередь равносильна такой: 



у — 1я^=: 7 
9^=0 



(той. 18). 



На этомъ кончаются наши преобразованхя, причемъ заклю- 

чаемъ, что данная система сравнешй приводится къ сл^&дующему 

простЬйшему виду: 

х-л-^у — 4^^ 9 



у — 12^ 7 



(той. 18). 



9^ = О 

Посл^Ьднее сравненхе даетъ девять р'Ьшешй для г\ для каж- 
даго изъ нихъ два первыя сравнешя даютъ по одному у и по 
одному X. Сл^Ьдовательно число всЬхъ р'бшенхй есть девять; 
вотъ они: 



X = 

^8? = 



5,-7, 
7, 3, 
О, 2, 



3, 9,-1, 7, 1, 
7,-1,-3,-5, 1, 
2, 4,-4, 6,-6, 



5, 
9, 
8, 

8* 



3 
5 
8 



00 



о 



I 



\ 



о 



ГЛАВА IV. 



Сравнешя второй степени. — Законъ взаимности простахъ чиседъ. 



Н»о«лу^гь VI ии А /и* 



?' 



§ I. Прреден1е сравнен!я второй степеви къ прост^Бйшену 
виду. Усдов1е р^Бшимости въ сдуча^Б, когда модуль простой. 

45. Для сравненш степени выше первой особенную важ- 
1Х'|^а^(Г^поа представляетъ случай, когда модуль простой. Тогда изы- 

сканхя значительно облегчаются и получается возможность делать 
общ1я заключен1я. Поэтому-то зд'Ьсь мы ограничимся сначала 
предположетемъ, что модуль простой. 

Если модуль равенъ 2, то для всякаго числа х им'бетъ м^Ьсто 
очевидное сравнетё 

х^^х (той. 2), 

« 

всл'Ьдств1е чего сравнеше второй степени 

ал^^ и- Ьг» и- с ^ О (той. 2) 



приводится къ сравнешю первой степени 

(а н- 6)ж н- с ^ О (той. 2). 

Случай этотъ, какъ видимъ, не представляетъ ничего новаго; 
мы оставимъ его въ сторон*, и впредь будемъ постоянно под- 
разум^Ьвать, что модуль 2) > 2 . 
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Въ сравнеши второй степени 



I 



(1) • . ау^ -ь Ьу н- с ^ О (той. р) 

коёФФИщентъ а не долженъ д'блиться Ез^р: въ противномъ слу- 
чв.'к сравнеше было бы первой степени. Если коеФФИщентъ а 
не равенъ 1 , то, найдя число а\ удовлетворяющее условхю 

аа' ^ 1 (той. р)^ 

мы умножимъ об* части (1) на а. За»г6няя посл'Ь этого произве- 
дете аа его вычетомъ, равнымъ 1, получаемъ на лгЬсто (1) 

(2) у^-ч-1у-ч-т^0 (той. р\ 

гд* 111т изображаютъ вычеты чиселъ Ъа и са\ 
Это первое упрощеше сравнешя второй степени. 
Дал4е залгЬчаемъ, что въ (2) коеФФисцентъ I можно пред- 
положить четнымъ: ибо въ противномъ случа*! стоитъ только 
на м'Ьото I подставить I — р или 1-^р] полагая сл'Ьдовательно 
1 = 2й^ мы можемъ сравнеше (2) написать такъ: 

{у-^д)^^^^ — ш (той. р\ 

или, называя для сокращешя 

(3) у-л-'й=^х, ^ — т = з, 

им'Ьемъ 

(4) (х?^с[ (той. р). 

Это есть простЬйшая Форма, подъ которой представляе'Гся 
всякое сравнеше второй степени. 

1^ждое р-Ьшеше посл-Ьдвяго сравнешя опред'Ьляетъ съ по- 
мощью (3) соответствующее р-Ьшеше сравнешя (1); если (4) 
невозможно, то и (1) также невозможно. 
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Если д^ О {той.^)), то (4) вьЛетъ одно только рйшеше, 
ткаао X ^ О (тоА. р). Оставимъ этотъ случай въ сторон*, и 
будемъ впредь предполагать, что з не д-Ьлится на р. 

ШцА^ле кпшс- 46. Теорема. Если д не дтьлится на р, то сравненге 

{ I ) х^^д (той. р) 

или невозможно, или имлетг два ртиенгя. 

Д'Ьвстввтельно, сравнен1е (1) тогда только нмйетъ р1&шен1е, 
когда д сравнимо по модулю р по крайней М'Ёр'Ё съ однвиъ изъ 
чпселъ 

1^ 2^ 3^. . .(р — 1)^; 



. х^ 



нуль пр'опущенъ зд'Ьсь потому, что онъ не монетъ удовлетво- 
рять (1). 

Такъ какъ члены равноудаленные отъ концввъ въ посл^д- 
немъ ряду очевидно сравнимы между собой по модулю ^), то' 
следовательно достаточно удержать ноловвну всего ихъ числа, 
■шенно: 

(2) р, 2^ з^. ..(^у. 

Вс* числа въ (2) несравнимы по модулю ^з; ибо, допустивъ 

противное, 

е^^/ {той.р), 

гд'Ь г < ^ и ^ ■< ■!■, получаемъ 

(» — З) (г н- /} ^ О (той. р), 

что невозможно, такъ какъ числовая величина каждаго изъ мно- 
жителей въ первой части меньше р. 

Можно всегда предполагать, что въ (1) число ? есть поло- 1 
лштельное ъ <.Р- Тогда, обозначая наименьш1е положительные I 
вычеты чиселъ (2) соотв-Ьтственно чрезъ 

(3) г^,г^,г,„. . .г-р_,, 

" .|,«.к,пГ. >;.с ^ с. *<^,<«.«г ПН..... ^<^^. с^*•0''-^" 
."^ I. ^г;*;,.-»-,! г-.к% г^!^'. 1.Р*;; ^ч (зЧгьС ш о (■"■>«1- ]?-_)• I 



' 
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на основан1И вышесказаннаго заключаемъ, что сравненге (1) бу- 
дешь возможно или невозможно^ смотря по тому будешь ли 
число 2 содероюаться вь ряду (3), или не будешь. 

Допустивъ, что сравнеше (1) им'Ьетъ р'Ьшенхе ж=:а, мы 
зам'Ьчаемъ, что и значеше х = — а будетъ также удовлетво- 
рять (1). 

Числа а и — а составляютъ различный р'Ьшетя (1); ибо 
въ противномъ случать должно было бы им'Ьть м'Ьсто сравнеше 

а^ — а (той. р), 
или 

2а ^ О (той. р), 

что невозможно. 

Другихъ р'Ьшешй, кром* двухъ озяаченныхъ, сравнеше (1) 
им^Ьть не можетъ; ибо изъ двухъ сравнешй 



выводимъ 



или 



x^^^^ а^^^ (той. р)у 
0^ — а^ ^ о (той. ^?), 



{х — а) (ж н- а) ^ О (той. р\ 



а это требуетъ, чтобы им'Ьло м'Ьсто одно изъ двухъ : 

ж^а(той.^?), 
или 

Х'^ — а (той.]р). 

Такъ убеждаемся въ справедливости предложенной теоремы. 

47. Теорема. Сравненге х^^д (той. р) возможно или невоз^ 3^-^ о <. а 6 г^ ~ 

, АV о -51 иксе -ГуЧМ^ 

можно^ смотря по тому имгьеть ли мгьсто сравненге )-п.г.«к-л-. 

д 2 = 1 (той. р\ 
или не имгьеть. 
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О . Необходимость означеннаго условгя проверяется очень легко 
съ помохцью теоремы Фермата. Въ самомъ А^хк, если суще- 
ствуетъ число х^ удовлетворяющее сравнешю 



(1) 



а^^д (той. р), 



р-1 



то возвышая об* части въ степень ^^-^ и замечая, что по тео- 
рем'Ё Фермата 



а^ 



— 1 



1 (той.|?), 



получаемъ 



32^1 (той.!?). 



Я. Труднее доказать, что это условхе есть достаточное. Для 
этого можно воспользоваться тожествомъ (п® 34) 

(а;_ 12) (0^—22). . .(^х — (^)'^ = х^—1-^рт. 



Д'Ьлая въ немъ х = д, получаемъ 



р-г 



(2-12) (2_23). . .(^-(^^^^ = ^-^-^-^р^(^). 

а такъ какъ значеюе /*(д) есть ц^лое, то мояшо следовательно 
написать 

(2)(2— 1^)(2-2^. . .(2-(^)^)^2^-1 (тоа.^>). 

Если сравнеше (1) возможно, то $ сравнимо съ однимъ изъ 
чиселъ 1^,2^,... (^-^) > (^^ 46); поэтому одинъ изъ множите- 
лей въ первой части сравнешя (2) делится нар, и следовательно 
имеемъ 

(3) 2 2^1 (той.р). 

Наоборотъ, если условхе (3) удовлетворено, то (2) прини- 
маетъ видъ 

(2— 1^) (2-2^). . .(з— (^)') = (тоа.1)); 
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отсюда видно, что ^ сравнимо съ однимъ изъ чиселъ 1^, 2^, . . . 
г'^ ) и поэтому сравненхе (1) им-Ьеть р4шеше. Справедливость 
теоремь! такимъ образомъ доказана. 

Сл'Ьдствхе. Сравиете ж^^ д (той.р) возмооюно или невоз- 
мооюнОу смотря по тому будешь ли значенге символа (—]рав- 
' пяться н- 1 или — 1 . 

- Это вытекаетъ прямо изъ опред'Ьленхя символа Лежандра, 
даннаго нами въ п^ 33. ^^^' ^^- 



$ II. Символъ Лежандра, его свойства. Законъ взаимности 

простыхъ чиселъ. 

48. Все, что до сихъ поръ было нами высказано о с1амвол^^ 0<мо ^^ыл, с^ ся- 
Лежандра, заключается въ сл'Ьдующихъ трехъ предложешяхъ. ^з|^^^^^~*^ 

1*. Числовая величина символа (— ] всегда равна 1. 
2*. Символъ (— ] опред'Ьляется сравнешемъ 

й~^ = (~) {^оА. р). 

3*. Чтобы сравненхе x^^^ (той. р) было возможно, необ- 
ходимо и достаточйо условхе 



(|)=>- 



Последнее предложенхе заставляетъ обратить особенное вни- 
маше на символъ Лежандра и войти въ подробное изученхе его 
свойствъ. Изсл^Ьдован1я этого рода привели къ результатамъ 
въ высшей степени самимъ по себ']^ зам^^чательвымъ и въ то же 
время весьма важнымъ для дальн&йшихъ изыскашй въ теорш 
чиселъ. 

' Теорвыг^1ц Величина символа (—] есть 1, а символа (—Л 

есть ( — 1) 2 . 



а^ -3 •♦-^ Сгу1Р(1.(1) н«1Аг о}хГ ^-1 (то<4.|г). С-и^л.^сЛг Л*^-МР.<Лк-й ^^^ <?.«-»>. 6. ш*? л». 
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Д'бйствительыо, если въ сравнен1и 



сд^лаемъ д^=!г 1, то числовое значен1е первой части не бу- 
детъ превышать 2, между гбмъ модуль 2» предполагается бол4е 2; 
сл1довательно 



= 0, (8 = ±1), 



^.• 



= (-1Р 



ЧТО в сл-Ьдовало доказать. 



Сл'Ьдств1е. Сравненге а:^ -1-1^0 (шой. ^)) возможно въ 
томъ только сдучагь, когда простое число р есть вида 4и -•- 1 . 

ДтЬйствительно, всякое нечетное простое число есть впда 
4и -ч- 1 или 4п -ь 3. Въ первомъ случае им-Ьемъ 



= (-1Г 



= 1; 



Следовательно въ первомъ случа* сравнеше ж- -н 1 ^ О 
(тоб. р) возможно, во второмъ невозможно. Когда оно возможно, 
р^Ьшев1е определяется по теореме Вильсона, именно <яп|1']0' 



:1. 2. 



р-1 



(тоЛ.р). 



Теорема 2. Если д есть произведемге чиселъ З^, ?а,. . -2^ 
^ 

(Й=(|)(?) ■•■(?)• 
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Д-Ьйствительно, перемножая почлешо сравнен1я 



Р-1 

их ' 



^^ (той. р), 
^){той.р), 



р-1 



а 



т 



(^)(тос1.^)), 



получаемъ 



а. 2з • •• . ^^^ ^ ($) {^) ' ■ • (I) (шоа. р). 



Но 



р-1 



р-1 



(21гз- • -йт)^ =3 



(|-)(и1оа.1)); 



следовательно 



(7) = (?)(|)---(т)("'-^-* 



Числовая величина какъ первой такъ и второй части послед- 
него сравнен1я равна 1 ; поэтому, еслибы эти части не были 
равны между собой, мы им*ли бы сравненхе 



или 



1 = — 1 (той. ^р), 

2 = (той.р), 



что невозможно при^?> 2. Итакъ, предыдущее сравнете при- 
водить къ уравненш 

(^)=©(?) •■•(?). 

что и следовало доказать. 

Сл^дствхе 1. Сгшволъ у^\ равенъ величингь символа (~), 
возведенной въ степень п. 
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Сл'Ьдствхе 2. При опредгьленги величины символа (— ] мы 
можемъ исключать изъ ^ всякгй мнооюитель, составляющш точ- 
ный квадратг. 

ДМствительно, по доказанной теорем'Ь мы им'Ьемъ 






но 



следовательно 






Теорема 3. Если д_и ^^ сравнимы по модулю р, то 



.р) \р)' 



Въ самомъ Д'Ёл']^, возвышая об*]^ части сравнетя 

^ = ^,{той.р) 

ю — 1 

ВЪ степень ^Ц^-, получаемъ 



2 » 



Р — 1 Р- 1 

2 2 =д(^ 2" (той.р)] 



отсюда же заключаешь 



(д)^(л)(шоа.й. 

Сравнеше это показываетъ невозможность уравнешя 
(~) = — (-^у, ибо тогда мы им^ли бы 

или 

2(^)^0 (той. р), 



•^ч- 



М^^: 



^ 
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что очевидно не ии'Ёетъ вгЁста при ^ > 2. Следовательно 



Ш=(Й. 



что и требовалось доказать. 

Теорема 4. Если обозначимъ ч'резъ т число чиселъ въ ряду 

коихь абсолютно малые вычеты по модулю р отриттельны, то 



©=<■ 



1Г. 



Зам'Ьтимъ прежде всего, что такъ какъ ^ предполагается не 
д'Ёлящимся на 2>, то каждое изъ чиселъ, содержащихся въ озна- 
ченномъ ряду, очевидно не д'Ьлится на ^^ и следовательно знакъ 
его абсолютно малаго вычета по модулю р вполнЬ опред'Ьленъ. 
Принимая это къ св'1д']^тю, обозначимъ абсолютно малый вы- 
четъ произведен1я ^^ чрезъ ( — 1У*г^^ причемъ г^ есть числовая 
величина вычета, а е^ равно нулю или 1 , смотря по тому бу- 
детъ ли этотъ вычетъ положительнымъ или отрицательнымъ. 
Им^емъ рядъ сравненш 



3 
23 



{-1У^г, 



{—1Г-Г 



8 



32 = (— 1)*»п 



р — 1 






8 



(той. р). 



который перемножая почленно, получаемъ 



1ж1 • • • А» ^« 1/ • • • — ^ — 



р-1 
1 2 



(-1)' 



С» ""^" Со "Т~ • . • ~1™ О. 



,|-1-«>2 



'р-\ 

2 



Хг^ Гд. . .Гр_1 (тос1.2>). 



- ' « 



2 




Числа г,, Гд, , 
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1 содержатся въ ряду 



1, 2, 3, 



р~1 



И всЬ различны; ибо допустивъ ^^ = ^^, получаеиъ отсюда 
сравнеше 

(— гу* гй = (— \рп (той. р), 

что ко сокращешк на д можно написать такъ: 
г — (— \)'*^'зз = О (тоа.^)), 

а это невозможно потому, что числовая величина первой части 
мен'Ёе ;) и не равна нулю. 

Итакъ, числа г,, г^,. . .Гр.1 составляюгь некоторую пере- 
ча" 
р-1. 



становку чиселъ 1,2,. 
1. 2. 3. 



; следовательно 



у-1 _ 



■г. и. 



Зам'бчая теперь, что произведенхе 1.2... ^-^ не д-Ьлится 
на/), мы можемъ сократить 064 части (1) на равные множители 

и иаппсать 



Р-1 



.(-!)• 



"' р-1 



(тос1. г>). 



Изъ опред'Ьлешя чиселъ е,, е^, ; . . сл4дуетъ, что сумма 
65 -•- вд -*- . . . -1- вр _ 1 равна т ; сверхъ того им'Ьемъ 

сгЬдовательно предыдущее сравнепге приводить къ такому: 
(|) = (-1Г(той.^>). 

Отсюда заключаемъ, чтог-^| = { — 1)"*, что и требовалось 

дока.эать. 



1Ш 



127 



8 



Теорема 5. Величина символа (—] есть ( — 1)" 
Основываясь на предшествующей Теорем'6, мы заключаемъ, 

вола ( — 1 равняется чиблуриселъ въ ряду 



что величина символа 



2,4,6,8,. . .р—1, 

коихъ абсолютно малые вычеты отрицательны или, другими сло- 
вами, коихъ наименьшхе положительные вычеты бол'1е у. При- 
нимая это во внимаше, мы разсмотримъ отд'ёльно два случая : 



Первый случай ^ р есть вида 4п-1- 1. Тогда им^Ьемъ^? — 1 
= 4^, ^ = 2п н- -2", и приходится сосчитать, сколько въ ряду 

2, 4, 6, 8, ... 4п 

содержится чиселъ, превышающихъ 2л -н у. Эти числа суть 

сл'Ьдующ1я : 

2п -н 2, 2п н- 4, 2м н- 6, . . . 4п; 

число ихъ равно п; поэтому им'Ьемъ 



(|) = (-1)"=(-1)"^- 



Съ другой стороны, на основанш равенства 

8 — ""4 ^ ^тЬ у х^ ^ й У 

заключаемъ о справедливости уравнен1я 

(_1)— = (_1)— , 

всл*дств1е чего предыдущую Формулу для (--) можно написать 
такъ: 



(!)=(-.)-. 



Это показываетъ справедливость предложенной теоремы въ 
разсматриваемомъ частномъ случа'Ь. 
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Второй случай^ р есть вида 4п -^ 3 . Им'Ьемъ ]р — 1 = 4п -н 2 , 
|- = 2п н- 1 н-у. Числр,, содержащ1яся въ ряду 

2, 4, 6,. . .4П-1-2 

и превышающ1я 2пн- Г-н— , суть сл'Ьдующхя: 

2^-1-2, 2п-ь4, 2П-1-6,. . .4П-+-2. 

Число ихъ равно п -н 1 ; сл'Ьдовательно 

Замечая теперь, что 

им'Ьемъ 

(_1)— = (_!)— , 

откуда заключаемъ 

Этимъ теорема доказана вполн'1. 



Сл4дств1е. Если простое число р есть вида впгЬ 1, то 
\—\ = 1 ; если же оно есть вида 8п ± 3, то (-А = — 1. 
ДМствительно, въ первомъ случа* им'Ьемъ 

во второмъ 

^ = ^'%^»-"° = 2п(4п±3)-1-1; 

следовательно въ первомъ случа* ^ ^ есть число четное, во 
второмъ нечетное, и сообразно съ этимъ им*емъ (-—)= 1 или 



49. Осповывалсь на предыдущихъ теоремахъ, мы заклю- ^^^1^ 
чаемъ, что опред'Ьлен1е всянаго символа (■^] можно свести на Д|дь.. 
вычислен1е одного или Н'ЁСКОЛЬКИХЪ символовъ 
въ которыхъ члены г, г',. . . будутъ положительными, нечетными 
и мен^Ье у. 

Бозьмемъ для прии'Ёра синволъ (^тз)- Наииеиьшш отраца- 
тельный вычетъ числа 956 по модулю 613 есть — 270; по- 
этому им-Ьемъ " ш^.. „..™ -щи,, 
3. л.. ч. 

/Е|66\ / — г70 \ /---1\ /270\ /270\ 

\В13^ \ 613 ) 1^613^ 1^613/ \в13/ 

Разлагая 270 на простые множители, находимъ 270 = 
2. 3^. 5; следовательно 




1\ (±] (Л\ 

13) \61В/ \613) 



Такъ какъ число 613 есть вида 8« — 3, то \^ = — 1; 
всл4дств1е этого можно написать 

\613/ \613^ \613; 

Вычислен1е заданнаго символа приводятся такимъ образомъ 
къ вычислен1ю двухъ другихъ символовъ, въ которыхъ верхн1е 
члены суть 3 и 5. 

Т* же самыя' теоремы .дають иногда возможность опреде- 
лить значете даннаго символа. 

Наприм^ръ, для 2? = 31, нах;одимъ 

(й)=(^)=(^)=(^?)=(^?)=-^, 

(^и) = 1,~зГ"; ~ \~т~) = ^'\ш)\ю)— (,51,) 



» 



/13\ /—18 



а=(1?)=-ш©= 



\31; — \31 , 



РаКаг о^или. 50. Пусть 2) и 2 изображаютъ два кагая отбудь различныя 
кЬв}л*сока- пристыя числа, оба бол'Ье 2. Всякое число я, не Д'Ьлящееся на 
произведете ^)2, даетъ относительно модулей ^) и д два соотв-вт- 
сте^ющихъ, абсолютно малыхъ вычета, знаки которыхъ суть 
чнр^д-Ьленные, за исключен1емъ одного случая, когда а д-Ьлнтся 
на р или на д-; тогда одинъ изъ означенныхъ абсолютно малыхъ 
вычстовъ будетъ равенъ нулю, всл-Ьдстате чего знакъ его будетъ 
неипред'Ёленнымъ. 

Сообразно этому вс'б числа не Д-Ь.1ящ1яся на рд можно рас- 
пределить на восемь классовъ въ порядк'Ь указанномъ сл'Ьдую- 
тею таблицей: 

Айсолютно ( по модулю^» 

мл лый вычетъ \ по модулю 2 

Классъ 






Он -1- — -1- — 


-н 


— н- — — -1- 


I 


П Ш IV V. VI VII VIII 



Очевидно, что числа, сравнимый по модулю р^, принадле- 
жатъ къ одному и тому же классу, и если согласимся тамя числа 
не считать за различный, то можно будетъ сказать, что число 
чпсо.гь, прияадлежащихъ къ какому нибудь изъ вышеперечис- 
лонныхъ классовъ, опред-Ьляется числомъ чиселъ, содержащихся 
въ ряду 

(I) 1, 2, 3, 4, . . .^12—1 

и принадлежащихъ къ этому классу. 
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Такъ какъ числа р а ^ взаимно простыл, то, каковы бы но 
были числа а а Ъу всегда въ {1} найдется одно и только одно 
ЧИС10 X, удовлетворяющее одновременно двумъ услов1Ямъ 

х^а (той. р), х^Ъ {тоА. д). 

Это даетъ возиошность опред'Ьлнть число чяселъ, принадле- 
жащвхъ къ каждому классу. Обозначивъ чрезъ п^ число чпселъ, 
принадлежащихъ къ г-ому классу, ни-Ьемь 



(2). 



,: = «.=гг^ 



«, = П, = 11, = П,= 



(3) 
(4) 



Разд'Ьлпвъ теперь числа (1) на дв^Ь отдельный групшч! 
1,2,3,...^, 



.ри—1, 



^Р9 



^ 



и.эъ коихъ первая состоптъ нзъ чиселъ <-^, а вторая изъ чи- 
селъ > у, мы обозначимъ соотв'Ьтственно .чрезъ V^ и -^'^ число 
чиселъ въ (3) п (4), принадлежащихъ къ г-ому классу. По.ту- 
чаемъ такимъ образомъ 16 новыхъ чиселъ ь^, V^, . . . а^, 
ь\, у'з, . . .V\, между которыми нм'Ьютъ м^то несколько очень 
простыхъ залнсомостей. Прежде всего укажемъ на гЬ с<:1отно- 
шешя между числами V- и V'^, который вытекаютъ почтп непо- 
средственно изъ самаго ихъ опред'Ьлетя. Во первыхъ, очевидно, 
что V^-^-V'^ = п^. Это даетъ такую группу уравненш: 



(8) 



' ==1^ 



^-^-V. = V.-*-V, = V,-^-V. 




^ 
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I 
^ 



Г 



_ 



Дал^ мы зам*чаемъ, что если число а содержится въ (3) 
п иринадлежятъ нъ первому классу, торд^ — а содержится въ (4) 
11 приаадлежигь ко второму классу. Равнымъ образомъ и наобо- 
рогъ, всякому числу й въ (4), принадлежащему кс» второму 
классу, соотв'Ьтствуетъ въ (3) число р^ — а, принадлежащее 
къ первому классу. Поэтому ясно, что ь^=у\. 

Разсуждая подобно предыдущему, можно уб-бдиться въ 
справедливости всёхъ нижесл'Ёдующихъ равенствъ: 



(6). 






ш освоваши которыхъ, задача о вычисленш Хбчпселъг'^, V\ 
приводится къ опред'Ьлен1ю половины всего ихъ числа, именно: 

г;,, Уд,. . .%■ 

Изъ (5) в (6) выводимъ 

Чтобы подучить еще друг1я соотношешя между числами 
г\^. . .»8, мы преддагаемъ се&Ь вопросъ: каково число чиселъ 
въ (3), коихъ абсолютно малые вычеты по модулю ^ отрица- 
тельны. 

Очевидно, что это число равно сумм'Ь ^зН-^^-)-»,; но, 
съ другой стороны, числа, о которыхъ идетъ р'1чь, суть сзгк- 
дуюпця: 



д-н1 а-ьЗ д-*-Ь 



9—1, 



«-^Ь±1 о„-..!±5 о„-^г±5 лп — 



1, 



Отсюда видно непосредственно, что ихъ число равно 




; следовательно 



(8). 



_(р-1ИЗ-1) 



Подобнымъ образомъ удостов'Ьряемся въ справедливости 

Формулы 

(9) „,-н..-н .. = "'-■',"-■' . 

Уравнешн (7), (,8), (9) не даютъ еще возможности выразить 
числа V^, V^,. . .Уд. какъ Функщи отъ р т ^^, для этого недо- 
стаётъ двухъ соотноп1ен1Й, который должны принадлежать къ 
совершенно другому типу, ч-ёмъ предыдущ1я. Т-Ьмь не мен^е 
изъ полз'ченныхъ равенствъ вытекаетъ сл'Ьдств1е, ингЬющее 
очень большое значение въ теорш чиселъ; оно и составляетъ 
главную ц4ль настоящаго взыскан1я. 

ЗавгЬчая, что числа, содержащ1яся въ (3.) и принадлежашдя 
къ четвертому классу, совпадаютъ съ тбми числами въ ряду 

коихъ абсолютно малые вычеть! по модулю р отрицательны, мы 
заключаемъ на основан1И 4-ой теоремы предшествующего но- 
мера о справедливости такого равенства 

(10) (?) = (- Ч"- 

Подобно этому им'Ьемъ также 

(11) (7) = (-Ч"- 

Съ другой стороны, изъ (8) и (9) выводимъ 



:^ 




^ 



р-1 д-1 
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отсюда, внося на м^сто «?, ч- Vд значение, определяемое однимъ 
изъ (7), |1ол>-чаемъ 

Следовательно 

(- 1^ (—!)"* = (— 1)^^. 

Внося въ первую часть посхЬдняго равенства на М'Ьсто каж- 
даго множителя соотв'Ётствующее выражеше по (10) и (И), 
получаеа1ъ 

(1)а)=<-')^ 

Умножая об-б части на ( — | и зам'бчая, что (у} = 1, преды- 
дущую Формулу можемъ написать такъ: 

(12) (7) = (|)(-''^'^- 

Эту п есть та Формула, которую мы жела-ш вывести. Она 
даетъ сл^дуюсцую теорему. 

Теорема. Если р и д суть различныя просшыя числа, оба 
бод1ье 2, №0 

(|)=(Й(-^)-'^- - 

Сл'Ьдствае. Если по крайней м»^ одно изъ чиселъ р, з 
есть вида 4м-1- 1, то 



есм же оба числа р ис1 суть вида 4« -н 3, шо 



Эта зависимость между двумя взаимно обратными символами 
изв'Ьстиа подъ наЭБаи1еагь закона взаимности простыхъ чиселъ. 
Гауссъ первый даль строгое его доказательство; онъ далъ ихъ 
несколько ; то, которое мы изложили зд'Ьсь, есть пятое. 



г 
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5 1 . Изв-Ьстно, что знакъ абсолютно ыадаго вычета числа ^. 

по модулю р опред'1яяется Формулой 

.(-1)^', 

ори чемъ Е~ изображаегь наибольшее ц'Ьлое число, заключаю- 
щееся въ — (см. и° 28). Это позволнетъ представить величину 
символа (— ] въ особевноыъ видй. 

Теорема \. Значенге символа {■^\ опредгьляется уравнетемъ 

На еамомъ д'Ь.1'6, обозначая знаки абсолютно малыхъ выче- 
товъ чиселъ 

соотв'Ьтственно чрезъ 

(-1)'', (-1)'", (-!)'',...(- 1)4', 
по 0ДН011 нзъ вышедоказанныхъ теоремъ им^емъ 

Съ другой стороны, им'Ьемъ 
(-1) =(-1)^7, (-1)' = (-1)^7, (-!)=(-!) ',••• 
(-!)•— = (-1)^-^^; 




сл^овательно 

(1) Ш = (-!)''' 

что и требовалось доказать. 



.-Ж^^:^ 



"■■1 
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По(Мг1дняя теорема справедлива при всякомъ чнсл^Ь ^. Но 
не трудно вывести изъ нея, какъ сл'Ьдств1е, другую, бол^^е про- 
стую теорему, которая иожетъ служить для опред€лен1я (-^) 
при 5 нечетномъ. 

Теорема 2. Если число д нечетное, то ^начете (-^) опре- 
дгьляется уртненгемъ 



Действительно, если з означаетъ какое нибудь нечетное 
число, не делящееся на^э, то сумма ^-*-р представляетъ число 
четное, не делящееся нар, вследствхе чего ^(д'^-^)) представ- 
ляетъ ц4лое число, не делящееся на^). Принимая это во внима- 
ше, внесемъ въ обе части (1) ^^^-*-р) на место ^■, получаемъ 



'^^) = (-!)■ 



п8+р . тр ад+эр 



Но 



в — 1 в — 1 о — 1 

■^ ]; -т--^-Е-^. 

следовательно 

(Ш*Р)\_, ц1-2-1-...-^гГ-!.,-Е±ч.д^-1-...ч-.Е 

или, проще, 



1 



^ 
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Умноживъ об-Ь части этого уравнешя на ( — 1, получаеиъ 

Но по изв^стнымъ намъ теоремамъ и>г1емъ 
поэтому предыдущее уравнеюе можно представить такъ : 

Д'Ьлая зд'Ьсь д = 1 и замечая, что 

('-)=!, Е^ = Е^== . . . = Е-^ = 0, 

\р/ р р р ' 

находишь 

:=(})(-:)-, , 

откуда выводимъ 

Этотъ результатъ представляетъ собой теорему 5-ую к" 48, 
которая такимъ образомъ доказана нами вновь. 
Внеся въ (2) величину ( — |, находимъ 

(3) (^)=(-,)-1*^?* -#, 

что и следовало доказать. 

Теорема 3. Если ^ число нечетное и меньше р, то значенге 
(1") опредпляется уравненгемъ 



( 



\ 

л 
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Д^^я доказательства воспол>зуемся Формулою, выра1кающей 
равенсть(] ц'Ьлой части количества х и числа 1гЬлыхъ чиселъ не 
превышающихъ х (см. п" 9), 



При чемъ зшкъ е(о) изображаеть нуль или 1, смоч-ря по тому, 
будетъ ли количество © правильной дробью или неправильной. 

Обо:шачая для сокращешя показатель во второй части (3) 
чрезъ 31, п внося на М'Ьсто каждаго члена въ его выражен1и 
еоотв'ЬтствуЕОщее значен!е по Формуле (4), по.'пчаемъ 

(5) (!) = (- 1)^ 

(6) Ж = .(|)*с(|)*...^в(4)^... 



Во всякоиъ столбце! второй части посл-Ьдняго уравнешя 
члены очевидно не могутъ убывать; поэтому если пос.г1';дн1й изъ 
ипхъ рявсаъ нулю, то и всЬ предшествуюшде таюке равны нулю, 
и весь сголбецъ будетъ состоять изъ однихъ нулей. За такииъ 
столбцомъ веб посл4дующ1е столбцы будуть очевидно также 
состоять изъ однихъ нулей. Отсюда сл'Ьдуетъ, что въ Формуле (6) 
можно удержать только т-Ь столбцы, въ которыхъ посл-Ьдше эле- 
менты пе равны нулю, веб же остальные отбросить. Но посмо- 



трвмъ, сколько въ последней строк"! (6) находятся члевовъ рав- 
ныхъ 1. Чтобы и-ый членъ былъ равенъ 1, им-Ьемъ услов1е 



откуда выводимъ 



-2- я. ^ «Р, 



2р ■ 



А такъ какъ по предположен1ю ^) > ?, то ~~ есть пра- 
вильная положительная дробь, и сл'Ьдовательво постЬднему не- 
равенству удовлетворяютъ сл4дующ1я зн'аченхя и : 

»=1,2, 3,...^. 

Отсюда заключаемъ, что въ (6) можно удержать только 
^ ■ "Г столбцовъ и написать такъ: 




(7). 









Ни одна изъ дробей подъ знакомъ е въ (7) не равна 1 . Ибо 
полагая 

и замечая, что рад относительно простыя, мы заключаемъ, что 
I должно д-блиться на 2, а т на р; но ни то, ни другое мйста 
не им-Ьетъ по првчЕнб двухъ очевидныхъ неравенствъ; 
г<д, т<р. 






Если кожчество « не равно 1, то 

е(»)=:-е(1). 

По этой Формул'б можно преобразовать каждый членъ въ (7); 
всл^дств1е чего N11 м'Ьсто (7) получаемъ 



(8) Ж = 



К1,)-К1)---'® 



Сл'Ьдуетъ здЬсь обратить внвмаше на то, что посгЬдняя 
строка во второй части состоитъ изъ однихъ нулей; ибо посл'Ьд- 
няя строка въ (7) состоитъ изъ однихъ единицъ. 

Суммируя члены во второй части (8) по столбцамъ, находямъ 








Следовательно 

Ж=*-=^«=1-Я|-я|-... 
Внесшн это выражен1е въ (5), получаемъ 

что и требовалось доказать. 

Съ помощью двухъ посл'Ьдяихъ теоремъ получается новое 
доказательство закона взаимности простыхъ чиселъ. Д'Ьйствп- 
тельно, пусть р ё ^ изображаютъ два как1Я нибудь различный 
простыя числа, оба нечетныя н положительныя, и боложимъ 
3 <^5. По теоревй 2-ой им'Ьемъ 

а по теореы'Ь 3-ей можеиъ написать 

(?) = (-!)" '^"^~^"-"^- 
Перемножая ночленно два посл11дн1я уравнен1я, находнмъ 

(т)(1)=<-')-'-. -1 

что совпадаетъ съ теоремой, доказанной въ и*' 50. ^Щ 

52. Съ помощью закона взаимности получается возиожность!|(!;а1пп1С*«|(в. 
опред-Ьлять величину какого угодно символа {^\ Наиъ известно, ^(1"^^пк^и^ 
что на основаши ран^е доказанныхъ теоремъ опред-Ёленге (^\ '1^'*'(';- 
приводится къ вычислетю одного или н'ёсколькихъ символовъ 
1-^), въ которыхъ верхте члены положительные, нечетные, 
простые и -^Ср. Ко всякому подобному символу прим-Ьнивь за- 
конъ взаимности 



4 
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мы сведемъ вопросъ объ опред'Ьленш его величины на вычисде- 
ше обратнаго символа (у), къ которому, въ свою очередь, 
можно прим'Ьнять опять начальный теоремы и свести вопросъ 
на вычислете одного или нЬсколькихъ символовъ вида (-^), 
въ которыхъ верхше члены положительные, простые, больше 2 
и меньше г. Къ этимъ посл'Ёднимъ прим'Ёняемъ вновь законъ 
взаимности, и продолжаемъ эти д'Ьйств1я до т'Ьхъ поръ, пока не 
дойдемъ до символовъ (—\ или (— ], которыхъ величину легко 
найдемъ, а чрезъ нихъ опред'Ьлится и искомый. 

иримгьръ. Пусть будетъ дано найти значеше \т^^^ 

Д'Ьля 3153 на 1201 находимъ въ остатке 751; откуда сл-Ь- 
дуетъ, что 

/3153\ /751\ 

\1201; \1201/* 



По закону взаимности выводимъ 



\1201/ ^ >' \751/ 



1201 \ 

751;- 



Потомъ д'блимъ 1201 на 751 и получаемъ въ остатк'Ь 
450 = 2. 5^. 3^. Это даетъ намъ 



1201\ 
751/ 



2 

751 



7512-1 



= {^\ = {-\)-^ = 1 



Соединяя всЬ эти уравнен1Я, находимъ 

\1201/~ ^* 



$ Ш. Симводъ Якобн. Его свойства и способъ вычисден1я. 

53. Единственный недостатокъ вьппеизложеннаго способа 
для опред'Ьлен1я величины (— ) состоитъ въ могуш,ей встретиться 
необходимости разложить число на простые множители, что для 
большихъ чиселъ бываетъ часто весьма затруднительно. Не до- 



У>»_ 



г 

г _ 143 — 

щ статокъ этотъ устранилъ Якоби при помощи н'Ьсколькихъ но- 
I выхъ теоремъ, получаемыхъ отъ обобщен1я основныхъ свойствъ 
I символа Лежандра. 

Обобщенхе это основано на разсматриванш символа (—], 
въ которомъ элементъ Р есть число составное, но положительное 
и нечетное; ^ предполагается простымъ съ Р. 
Полагая 

ч 

ГД'Ь Рх» ^2» • • -Рп изображаютъ простые множители, означенный 
символъ опред'Ьляемъ по сл'бдующей Формул'Ь: 



1^)~и)и)* ••и)' 



при чемъ множители во второй части представляютъ символы 
Лежандра. Изъ такого опред'Ьленхя сл'Ьдуетъ, что въ частномъ 
случа'Ь, когда Р есть число простое, символъ Якоби совпадаетъ 
съ символомъ Лежандра ; по этой-то причин* мы были въ прав'6 
изобразить символъ Якоби такимъ же знакомъ, какимъ согласи- 
лись прежде изображать символъ Лежандра. 

Прежде ч'бмъ приступить къ выводу основныхъ свойств1) 
новаго символа, докажемъ нижеслЬдуюпд1я дв'Ь леммы. 

Лемма 1 . Для всякаго печетнаю числа 

(1) Р = Р1Р2' • 'Рп 



имгьетъ мгьсто сравненге 

* Р— 1 



^^^ (тоа. 2)^ 



гдгь знакъ суммы простирается на зиаченгя ё = 1, 2, . . .п. 
Въ самомъ Д'бл'6, написавъ уравнен1е (1) такъ: 

Р= (1 -*-(1>1- 1)) (1 н-(^?2— 1)) • • • (1 -^-СРп— 1)), 




— 144 — 

перемггожимъ между собою двучлены во второй части; получаемъ 

р=1-|-2,(г),-1)н-2,^.0,-1)(^)^— 1)-|-. . ., 

гл'Ь знаки суммы простираются соответственно на вс4 ороизве- 
ден1я элементовъ р■^ — ^, Р^ — ^>- • ■?« — ^ °'* одному, но два 
в т, д. А такъ какъ каждый изъ озваченныхъ элементовъ есть 
число четное, то каждое ихъ 11роизведен1е по два даетъ число 
Д'Ьлящееся на 4; всд'Ьдств1е этого последнее уравцен1е приво- 
дить К!, следующему сравневш 

Р— 1 = 2((2).— 1) (той. 4). 

Зд4сь обтЬ части, равно какъ и модуль, д-блятся на 2 ; по- 
этому иыводимъ 

что сйдовало доказать. 

Лемма 2, Для всякаго нечетпаго числа 
Р=р,р^. . .р^ 
пмпеть мпсто сравненге 

Для доказательства представимъ Р^ ъъ такомъ вид*: 
р^=.(1 ^(р^«_1)) (1 н-(г,/_ 1)). . .(1 -н(^,^2_ 1)), 

и перемножимъ между собою двучлены во второй части; полу- 
чаемъ 

Я=1-|-2(г),з_1)-^2(г5,^— 1)0/— 1)-ь... 

Такъ какъ числа р^р^,. . .р^ по предположен1ю суть не- 
четный, го каждый изъ элементовъ 
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д'Ёлится на 8, всл^^дствхе чего изъ посл^дняго уравнешя заклю- 

чаемъ 

р2 _ 1 ^ 2 {р^? — 1) (той. 64). 

06^ части, равно какъ и модуль, посл^^дняго сравнешя де- 
лятся на 8; посл*]^ сокращешя получаемъ 



8 ~ 

ИЛИ подавно 

Р2 — 1 Х^1>«*— 1 



2 ^ («'««I- 8)' 



8 — , 



2.^ (той. 2), 



что и требовалось доказать. 

54. Докажемъ теперь, что символъ уу\ удовлетворяетъ 
всЁмъ гЬмъ уравнешямъ, которыя служили намъ для опред'Ь- 
лешя величины символа ( ~) при р простомъ. 

Теорема 1. Величины (-р] и \^\ при, Р сложномъ опредгь- 
Аяются точно таноюе какъ и при Р простомъ^ именно: 

Въ самомъ д-Ьл*, полагая Р=1>1 ;?2 • • -Рп^ "^^^^Рг^Р^^ • • '^^п 
простыя числа, им'Ёемъ 

Ш=ШШ■••Ш.(^Н^г)(^)•••(е 

откуда заключаемъ 

А 



(^)=1, (^) = (-1)- 



■* 2 



На основати первой леммы, доказанной въ предыдущемъ 
ноиер'Ё, ин'Ёемъ 

гд'Ё I число ц'Ёлое; сл'Ёдовате^ьно 

V '. «2 =(_1) 2 =(—1) 2 . 

и. 10 







'^^^^:^■ 



•» \ 
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Внося это вырайсенхе на м'Ьсто второй части въ предыдущую 
Формулу находимъ 



что и^ сд'Ьдовало доказать. 

Сл'Ьдствхе. Если Р есть вида 4шн 
если о/се Р есть вида ^т -\- 3, то ( ^ | = - 

' Теорема 2. Если ^ равно ироизведепгю чиселъ 3^1, йа» • • *Я.т-> 
то 



1, то (-^^=1; 
1. 



С\_/«Л/?2 



(ялЛ 



ДМствительно, полагая Р=|?1 Рз- ..!>„, ^^^^Рх^Р^ч- • -Рп 
простыя числа, им'Ьемъ 

Съ другой стороны, по свойству символа Лежандра, им'Ьемъ 






11 





1? 

Р2. 



Р\ 
РгГ 



,Рп) \Рп) V 



32 

Рп, 



Рп 



Перемножая эти.уравнен1я между собою и зам'Ьчай, что про- 
изведете всбхъ множителей во вторыхъ частяхъ, образующихъ 
г-ой столбецъ, есть 



11 




Рг. 



• • • 



.Рп, 



РГ 



находим^ъ 



(1)Ш---Ш=(^)($)--'(^) 
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Сличая это уравнен1е съ предшествующимъ выражешемъ для 
(•^\ получаемъ 

;*)=(|)(5)--.(*). 

ЧТО и требовалось доказать. 

Сл'6дств1е. Въ символгь (у\ можно выкидывать шъ со- 
става ^ точные квадраты. 

Теорема. Величина символа ( р ] опредтьляется по форму Л7ь 

Д-Ьйствительно, полагая, какъ прежде, Р=Р1Р2- • -Рп^ 
гд-Ь 1?1 , ^>2 > • • • числа простыя, им-Ьемг 



откуда заключаемъ 

(!) = (- 1)-^-"-^^-*^- = (- 1)2-^. 
Но на основанш второй леммы предыдущаго номера им'Ьемъ 

Сравнеше это показываетъ, что об* его части суть одно- 
временно четныя или нечетны я; поэтому илгЬетъ м'бсто уравненхе 



,2 



8 / 1\ 8 



(-1)^ « =(_1) 
Соединяя это уравнеше съ предшествующимъ, заключаемъ 



р 
что и следовало доказать 






10* 
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Сл-Ьдствге. Если Р есть вида 8и±1, то (-р^1=:^1; 
если оке оно вида 8п ± 3, то (-р\ = — 1 . 

Теорема 3. Если числа ^ и ^' сравнимы по модулю V, то 

(*)=(«)■ 

Действительно, полагая Р=^>1^'я ■ • -^„1 гд^Ь ^'ц ^'з' • - ■ 
числа простыя, им*емъ рядъ сравнешй 



(3^ с' (той. Ра), 



(Э = (3'{тоа.р^, 
на основанш которыхъ заключаеиъ 

(1)=(Ю. 



ш=т. 



Перемножая между собою всбэти уравнев1я я заи'Ёчан, что 
про11зведен1е первыхъ частей оредставляеть величин\' символа 
1^], а вторыхъ частей — величину символа (^), иолучаемъ 



что п требовалось доказать. 



Теорема 4. Если Ри ^ суть числа относительно простыя, 
оба положительныя и нечетния, то 

Насаиоиъд'Ьй, положивъ Р^р^р^. ■■р^^Я^^гд^'-.д^, 
гд-б ру, Ра» ■ ■ • ?п йй) • • • числа простыл, и1гЬемъ 



\м) \р«) • ■ ■ и». 

Уравнеше это можно написать такъ: 

■ (1)=П(1). 

причемъ знакъ 11роиз8еден1я простирается на значеы1я 
*=1, 2, 3,- . .и, 
^=1, 2, 3,. . .ш. 
По закону взаимности простыхъ чнселъ им'Ьемъ 



(1)=(?)(-ч 



Внося это выражен1е во вторую часть предыдущаго урав- 
нен1я, получаемъ 

(1)=П(|)<-»'^'^. 
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или 



(1)=П(|)П(-') 



^Р1— 1 ^^—^ 



**^ 



«.; 



Разсматривая зд'Ьсь вторую часть, какъ произведете двухъ 
множителей, мы зам^чаемъ, что первый множитель представ- 

ляетъ величину символа (-^), второй равенъ 

(-1)^ 2 2, 

гд-Ь знакъ суммы простирается на всЬ значетя значковъ г и ^'. 
Следовательно 

2 2 



(«)=(?)<-"■ 



Сумма во второй части разлагается на произведете двухъ 
многочленовъ 



«.^ 



поэтому можно написать 



(*)=(|)<- 



^ 2^2^ 



Но по первой лемйгЬ, доказанной въ предшествующемъ но- 
мер*, им^емъ 



.. 2 



2.^ 



е-1 



(тод. 2), 



(той. 2), 



откуда выходитъ 



р,— 1 '^ 3,-1 _ Р-1 д-1 



Х^2 



(той. 2). 



Это сравнеше показываетъ, что об* его части суть четныя 
или нечетныя одновременно; поэтому имйемъ 



(-!)• 



2К- 1 -у *-' 



2 



(-1) 



Внося въ предшествующее выражен!е символа г ^1 на и-Ьсто 
вторагб множителя только что полученное, равное значен1е, на- 
ходимъ 



р_1 0^ 



что и ел'Ьдовало доказать. 



Сл'Ьдств^е. Если по крайней мщ>п одно изъ чтелъ Р, 
есть вида 4п-*-1, то 



если же оба они вида 4п-»-3, то 



(Ю=-(1) 



55. На основаши всего вышеизложеннаго, чтобы опред'^- 
лить величину символа |^|, во всякомъ частномъ случае можно 
поступать сл'Ёдующимъ образомъ. 

НаЙдемъ абсолютно малый вычетъ числа ^ по модулю Р 
в представимъ его такъ: 

(_1)«.2''>г,, 

гд-Ь а^ равно нулю или 1 , \ можетъ равняться нулю, Г1 число 
нечетаое и положительное. 

Поел* этого, если г^ > 1 , находнмъ абсолютно малый вы- 
четъ числа Р по модулю г^ и представляемъ его такъ: 



1 



(—!)"• г'н-;. 
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Заг1111>, есл г^ > 1 , находимъ абсолютно маши вычетъ 
числа г^ по модулю г^ и, подобно предыдущему, представляемъ 
его въ вид^ 

(_1)«.2Ь.Гз. 

Такимъ образомъ сл^Ьдуетъ дМствовать до тЬхъ поръ, пока 
не дойдемъ до г^ = 1 . Полученнымъ такимъ образомъ вычетамъ 
соотв'Ьтствуетъ рядъ уравненш 

Р— 1 ^ Р«— 1 Р— 1 г,—! 

(!)=(- 1)-— -'■—-— —(0 

Г1— 1 , Г!*— 1 Г1— 1 Га— 1 



(Н =(-•)" 



2 ^^^ 8 



Отсюда величина (у) получается непосредственно. ' 

Символъ Лежандра, будучи разсматриваемъ, какъ частный 
случай символа Якоби, можетъ быть вычисляемъ по сейчасъ 
указанному способу, при чемъ мы избавлены отъ необходимости 
разлагать числа на простые множители. 

Пргшпръ. Пусть дано будетъ определить значенхе (^^\ 

На основан1и закона взаимности выводимъ 

2251 \ /5939\ 

^5939/ \22б1/" 

Д^ля 5939 на 2251 и находя въ остатке — 814, заклю- 



чаемъ, что 



б989 \ _ /-1\ / 2 \ /407\ _ / 407 \ 
2261/ \22б1/ \22517 \^2Ь\) \22б17' 



Но ОПЯТЬ на основаши закона взаимности находимъ 

/407\ /226 Г\ 

\22517 \407/' 



«^^. ^^^.^ 
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Д-бля 2251 на 407 и находя въ остатке — 191, заклю- 
чаемъ, что 

/22б1\ /--1\ /191\ /ШХ 

\ 407 7 \407У \407; \^407;' 

Продолжая такивгь образомъ, выводимъ 

/1?1\__/Ш\__/25\ _/_52^\_:._. 
\407/~ \191;~ \191/ \19У ~ 

Соединяя полученный уравненхя, находимъ 

/ 22б1 \ . 

\Ь9Ьд) ^ ' 



$ IV. Р%шен1е еравнен1я ^=9 (той. ;^) въ н1Бкоторыхъ 

частныхъ «лучаяхъ. 

56. Посл1^ того, какъ мы научились узнавать, возможно ли 

сравнеше 

х^^^ (той. р) 

или нбтъ, намъ сл'Ьдовало бы заняться способами нахождешя 
самаго р'6шен1я, когда оно существуетъ. Но вопросъ этотъ 
остается открытымъ. За исключенхемъ н'Ькоторыхъ частныхъ 
случаевъ, мы не им'бемъ ни общей Формулы для искомаго р'Ёше- 
шя, ни удобнаго способа для вычислешя его; вообще говоря, 
приходится во всякомъ частномъ случа'б или испытывать пооче- 
редно веб числа не превышающхя половины модуля, или же поль- 
зоваться спещальными таблицами, употреблеше которыхъ бу- 
детъ объяснено впосл']^дств1и. 

Между частными случаями заслуживаетъ внимашя сравнеше 



X 



2 



1 (то(1.|)). 



когда модуль есть вида 4п н- 1 ; тогда им'бемъ 



X 



~1-~- 1.»^*Овш» 



р~1 
2 



(той. р) , 



что очевидно на основанш теоремы Вильсона. 
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Случай, когда модуль есть вида 4м н- 3, не представляетъ 
нвкаки^ъ затрудненш относительно явнаго выраженхя корней 
сравнешя 



(1) 



х^^д (тос1.^>); 



тогда им'Ьемъ 



(2) 



X 



±д ^ (гаой.|)), 



при чемъ, конечно, предполагается, что (— )== 1. 

Чтобы пров-брить справедливость вышесказаннаго, возвы- 
шаемъ об'Ь части (2) въ квадратъ; получаемъ 



рЧ-1 



ж^^2 2 (той. |}), 



что можно написать такъ: 



р-\ 



х^^^2 2 2 (той. р). 



Но 



Р-1 

2 ' 



сл-Ьдовательно 



X' 



а такъ какъ 



(|-)г(той.^)); 



(■ 



з\_ 



= 1, 



то окончательно полз^аемъ 



гг^ ^ 2 (той. ;>). 

Это показываетъ, что Формула (2) опред'Ьляетъ действи- 
тельно корни сравнешя (1). 






УЧ 



I 
I 

1 . 



ГЛАВА V. 

О квадратичныхъ вычетахъ и невычетахъ. — О д-Ьлителяхъ формы 

$ 1. О квадратичныхъ вычетахъ. 

57. Число д^, простое съ^>,' называется квадрашичнымъ вы- 
четомъ посл'Ьдняго, когда сравнен1е 

ж^ ^ д (той. р) 

им-Ьеть р'Ьшеше; в'ь противномъ случа* ^ называется квадра- 
тичнымъ иевычетомъ чисщ р. 

Очевидно, что числа сравнимый по модулю р суть одновре- 
менно или квадратичные вычеты или квадратичные невычеты. 

Всё квадратичные вычеты простаю числа р суть корни 
сравнен1я 

а; 2 ^ 1 (той, р) 
или, что одно и то же, корни уравнетя 



(|)='- 



ВсЬ квадратичные невычеты просшаго числа р удовлетво- 
ряютъ сравненш 

Ж 2 ^ — 1 (той. р) 
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или, что одно и то же, уравнешю 



(1)= 



1; 



Половина чиселъ въ ряду 



1, 2, 3, . . .р — 1 

> 

суть квадратичные вычеты, половина квадратичные невычеты 
(см. п^ 46). Первый будемъ изображать буквами а^, «2, . . . %^и 
вторыя буквами Ъ^^\^. . Лр^^. ^ 

2 

Изъ свойства символа Лежандра, по которому им']&емъ 

^.\ (мЛ — (ш\ 
р)\р/ \р)' 

вытекаютъ сл'Ьдующ1я предложешя. 

1**. Прошведете двухъ квадратичныхг вычетовь а^ а. есть 
такоюе квадратичный вычетъ. 

2**. Произведете двухъ квадратичныхь иевычетовъ Ь^ Ъ- есть 
квадратичный вычетъ. 

Ъ^.. Произведете а^ Ъ. квадратичнаю вычета на квадратич- 
ный невычетъ есть квадратичный невычетъ. 

Примпръ. Положимър= 13. Чтобы получить всЬ квадра- 
тичные вычеты этого числа, мы д-Ьлимъ точные квадраты 
1, 4, 16, 25, 36 на 13; остатки 

1, 4, 9, 3, 12, 10 

суть искомые квадратичные вычеты. Числа не содержапцяся 
въ посл'Ьднемъ ряду, именно: 

2, 5, 6, 7, 8, 11 

суть квадратичные невычеты. Справедливость посл']&днихъ пред- 
ложенш пров'Ьряется непосредственно. 
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58. Та опред-Ьденная связь, которая существуетъ между 
значешемъ символа (— ) и возможностью сравнешя д;^^ } (той.^;), 
исчезаетъ при сдожномъ модуй. Положивъ Р=Р1Р2< - -Рп^ 
гд* Р1, Р2У* • . тасла простые, и допустивъ, что сравнеше 

(1). . . x^ = ^{тоА.Р) 

им'&етъ р'Ьшенхе, мы заключаемъ, что х будетъ удовлетворять 
каждому изъ сравненш 

x^^^ (той, р^) , 
а^ = ^{то^.р^), 



х^ = ^ (тоА. р^)\ 



следовательно будутъ им^ть м^сто уравнен1я 

I 

по перемножеши которыхъ получаемъ 

(3).... (|)=1. 

Это, какъ видимъ, есть условхе необходимое для того, чтобы 
сравнеше (1) было возможно; оно одинаково, какъ при про- 
стомъ Р, такъ и при сложномъ. Разница обнаруживается, когда 
поставленъ вопросъ о достаточности услов1Я (3): при слож- 
номъ Р уравнеше (3) можетъ быть удовлетворено, между тЬмъ 
какъ н^которыя изъ (2) не будутъ им^ть м^ста;. тогда сравне- 
ше (1) очевидно невозможно. 

Итакъ, изъ вышесказаннаго сл-Ьдуетъ, что вС1ь квадратич- 
ные вычеты числа Р заключаются между ртьгаенгями уравненгя 



(I)-- 
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59. Разсматривая решетя какого нибудь. изъ уравнешй 

(О (т)=1. (|) = -1. 

МЫ согласимся не считать за различный так1я р'&шешя, которыя 
сравнимы по модулю Р; такъ что число р'Ьшенш опред'Ьлится 
числом^ь чиселъ въ ряду 

!• ^ш 0^ • • • лГ ' Хш 

I 

простыхъ съ Р и удовлетворяющихъ разсматриваемому урав- 
нен1Ю. 

Такъ какъ символъ [у] ^^ изм'Ьняетъ своего значешя если 
изъ состава Р выкинуть точный квадратъ, то относительно каж- 
даго изъ уравнешй (1) можно ограничиться предподоженхемъ, 
что Р не делится ни на какой квадратъ. Но пока еще намъ 
н^Ьтъ необходимости вводить такое допущенхе. 

Если Р есть точный квадратъ, то уравнен1ю 



(^)= 



1 



удовлетворяетъ всякое значенхе х; напротивъ, уравнеше 



(^)= 



1 



не им-Ьетъ вовсе р'Ьшенхя. 

Остается предполагать,. 4то Р не есть точный квадратъ. 
Тогда ивгЬетъ м'Ьсто следующая теорема. 

Теорема. Если Р не есть точный квадратъ^ то оба урав- | 
нанъЯ 

имгьють по одинаковому числу ргьгиенгй, именно по |9(Р). 

Если Р число простое, теорема не представляетъ тогда 
ничего новаго; она повторяетъ то, что было нами изложено 
въ п^ 57. 
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Г Предиолагая Р числомъ сюжныиъ, иы обозначимъ чрезъ р 

I одйнъ изъ простыхъ множителей, входящихъ въ составъ Р 
съ нечетнымъ показателемъ; иусть 

гд'Ь Р' не д-кштся на р. 
[ Возькгемъ во внииаахе какой нибудь невычеть чнсла^), обо- 

' ■ значииъ его чрезъ Ь, и отыщеиъ число с, которое удовлетво- 
I ряло бы такимъ двумъ сравнен1ямъ: 

с^Ъ (гаоД. р), с ^ 1 {шод. Р'). 

Очевидно, что с будегь простое съ Р, и будемъ ии'Ьть 

(^) = (^,) = (-Г(-,) = (}Г(^) = (-1Г. 
а такъ какъ т число нечетное, то сл-Ьдовательно 



Такимъ образомъ мы нашли одно р'Ёшен1е уравнения 

Но какъ только известно, что это уравнен1е им'Ьетъ одно 
р-Ьшенхе, сейчасъ можно показать, что оно им1етъ ихъ ровно 

Въ самомъ д'Ёл'Ё, обозначявъ чрезъ ^ наименьшей положи- 
тельный вычетъ нроизведешя сх по модулю Р, мы зам^чаемъ, 
что если X простое съ Р, у также простое съ Р, и если х бу- 
дегь поочередно получать всЬ <р(Р) значений, простыхъ съ Р 
н < Р, число у пройдетъ посл-Ьдовательно чрезъ т6 же значе- 
Н1Я. Всл*д'ств1е этого илгЬемъ уравнен1е 



2(Й=2(1)^ 
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а такъ какъ 

то сл-Ьдовательно 

2(?) =2(1). • 

при чемъ знакъ суммы въ об'бихъ частяхъ простирается на веб 
значешя д?, простыл съ Р и <Р. 

Подставляя въ первой части (~) (^\ на м'Ьсто \%] и вынося 
общш "множитель за знакъ суммы, получаемъ 

ШИ) =2(*) 

или, подставивъ — 1 на мЬсто 1у\ 



отсюда выводимъ 



■Ш) =Ш-' 



(п 2(7)=в- 

Если обозначимъ чрезъ т число р']^шен1Й уравнешя 

(1)='. 

а чрезъ ш число р'Ьшешй уравненхя 

уравнеше (2) можно написать такъ: 

т — гп =0. 
Съ другой стороны, им'Ьемъ очевидно 

Изъ двухъ посл^^днихъ уравненш выводимъ 

»» = т' = |(р(Р), 
ЧТО и следовало доказать. 
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Лримтьрту. Р'Ьшешя уравнешяТ^|= 1 суть сл'Ьдуюпця: 



гг=1, 2, 4, 8, 



а уравнен1я ( ^) = — 1 : 



х=7, 11, 13, 14. 



{ II. О р%шен1яхъ уравнен1я ^^) = ± 1 н о д^дпедяхъ 

Формы (^ — Ви^. 

60. Разсматривая символ ъ (— ), мы постоянно будемъ под- 
разумевать, что В не есть точный квадратъ; иначе значеше 
символа не зависало бы отъ х и всегда равнялось бы 1. При 
х=\ согласимся принимать ( — ) = 1 . 

Представивъ В въ вид'Ь 

!) = (— 1)«2^^, 

гд'Ь а есть нуль или 1 , Ъ можетъ равняться нулю, а ^ есть число 
положительное и нечетное, им'Ьемъ равенство 



л — 1 ,«2 — 1 



Но по закону взаимности 
следовательно 

делая для сокращен1я 

п. 11 



получаемъ 

«) _ (?)=«- ="^(1)' 

при чемъ 6 равно 1 или — 1 , смотря по тому будетъ ли Ь чет- 
ное или нечетное; 8 равно 1 иди — 1, смотря по тому будетъ ли 
частное -^ вида 4и-1- 1 или 4п — 1. 

Съ помощью (1) легко уб'бдиться въ справедливости ниже- 
сл'Ьдующнхъ двухъ теоремъ. 

Теорема 1. Величина ( — ), будучи разсматрпеаема какъ 
функцгя ж, есть пергодгтеская, съ пергодомг 4В. 

ДМствите-тько, внося въ об'Ь части (1) х-*-4:В на М'Ъсто х, 
получаешь 

Зд'Ьсь во второй части, въ показателяхъ, можно отбросить 
члены 273 и 2-0"^, какъ четные и не им'6ющ1е потому вл!яп!я 
на значен1я соотв^Ьтствующихъ множителей; можно слЬдова- 
тельно написать проще 



У=7 8 э 6 8 е— |: 



9 



Яо X -*- 4:В ^ X (той. ^)■, поэтому 
I следовательно 

Наконецъ мы зам^чаемь, что 




I 



ибо г тогда только равно — 1 , когда 2) четное. Всл^дствхе этого 
получаемъ 

(') («-^)=*-^-(|) 

Изъ (1) и (2) выводнмъ 

что и следовало доказать. 

Сл'6дств1е. Если х^х' (той. 41)), то 



Теорема 2. ^Если В^1 (той. 4), то величина символа (— ) 
представляешь пергодическую функцш перемгьннаго х съ п^о- 
домг 2В. 

Действительно, въ предполагаемомъ случае и»г6емъ е = 8 = 1 ; 
вся^^ств1е этого равенство (1) принниаеть видъ 

^з) (1Н|). 

при чемъ ^ представляетъ числовую величину В. 

Подставляя въ об4ихъ частяхъ (3) х-*-2В на дгЬсто х и 
Г завгЬчая, что 

получаемъ 

(« (^^)=(5)• 

Изъ (3) и (4) выводиыъ 
что и следовало доказать. 
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Сл'6дств1е. Если В^1 (той. 4;) и х^х' (той. 21)), то 



(#)=(1> 



6 1 . Изъ вншедоказаннаго сл'Ьдуетъ, что если а удовлетво- 
ряетъ одному изъ уравнешй 



(#)=,,(|) = -:, 



ТО тому же уравненхю будутъ удовлетворять всЬ прочхя числа, 
сравнимый съ а, по модулю 41). Поэтому мы согласимся для 
каждаго изъ означенныхъ уравненш р'Ьшешя, сравнимый между 
собою по модулю 41), не считать за различный ; и будемъ гово- 
рить, что каждое изъ этихъ уравнен1Й им'Ьетъ столько р-Ьшетй, 
сколько существуетъ чиселъ въ ряду 

ч 

1, 3, 5,. . .42) — 1, 

удовлетворяюн1.ихъ ему и, конечно, простыхъ съ В. 

Уравнеше (~)=1 им'Ьетъ всегда р'Ьшеше; это очевидно, 
ибо ( у 1 = 1 . То же самое можно сказать и объ уравненш 
( — 1 = — ^ 1 ; но только зд'Ьсь это не очевидно : необходимо дока- 
зать справедливость предложенхя. 

Для этого допустимъ сначала, что въ выражети 



а п6 



!) = (— 1)«2''д 

вшожитель ^ не есть точный квадратъ, и обозначивъ чрезъ й 
какое нибудь изъ чиселъ, удовлетворяющихъ условш 



ш= 



1, 



найдемъ число с, которое удовлетворяло бы двумъ такимъ 

сравнешямъ: 

с^Ь (пюй. ^) 

с ^ 1 (той. 8). 
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Внося въ равенство (1) п" 60 с на ягбсто х, находшнъ 

■ Следовательно , въ предполагаемомъ случа-б уравнетю 
- 1 удовлетворяетъ число х^с. Остается доказать 
справедливость предложешя въ томъ случа-!, когда множитель ^ 
есть полный квадратъ. 

Тогда ии*етъ м-Ьсто равенство 



т- 



(?)= 



8 1 е 8 . 



и не можетъ счучяться, чтобы одновременно оба числа Вне' 
равнялись. 1 ; ибо, по предположешю, В не есть точный квадратъ. 
Следовательно, возможны только следуюпця предположенхя: 

8 = — 1, 5=1; 

- «=1, е = ~1; 

8 = — 1, е = — 1. 

Въ первыхъ двухъ им*еиъ 



\^Я-^)' 



а въ третьемъ 

Итакъ, каково бы ни было Д уравнение (-^)^ — 1 всегда 
возможно. 

Съ помощью вышеизложеннаго легко доказать следующую 
теорему. 

Теорема 1. Между числами, простыми отпосг*телъно 41) 
и не превигиающими чкслоеой вешчины 4В, полоеина удовле- 
творяетъ уравнетю 
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остальная половина — уравненгм 



©= 



1. 



ДМствительно, изображая чрезъ с число, удовлетворяющее 
уеловш 

возьмемъ во внимаше произведете сх и обозначимъ его наи- 
меньшш положительный вычетъ по модулю 41) чрезъ у. 

Если ж, посл'Ьдовательно изм'Ьняясь, перейдетъ чрезъ всЬ 
ф(41)) значешй простыхъ относительно 41) и меньше числовой 
величины 41), въ то время у, соотв'бтственно изменяясь, перей- 
детъ чрезъ тЬ же самыя значешя. Отсюда вытекаетъ уравнеше 



т -Ж)' 



гд* знаки суммы простираются на всЬ вышеупомянутыя значе- 
Н1я перем^ннаго ж и на всЬ соотв'Ьтствующхя имъ значешя г/. 
Съ другой стороны, такъ какъ сх^у (той. 41)), то 



\у)~\ох} 



Изъ посл'бднихъ двухъ уравненш выводимъ 



А такъ какъ 



!)=(?) (?)=-(?). 



ТО следовательно 



откуда заключаемъ 

(1) 
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Если обозначимъ чрезъ т число членовъ равныхъ 1 въ пер- 
вой части посл'Ьдняго уравненхя, а чрезъ т число членовъ рав- 
ныхъ — 1, то уравнеше (1) можно написать такъ: 

т — ш=0; 
при этомъ им'Ьемъ очевидно 

ш-+-т' = 9(41)); 
сл'Ьдовательно 

что и требовалось доказать. 

Теорема 2. Если В ^1 (той. 4), то между числамщ про- 
стыми относительно 2В. и не превытающими числовой вели- 
чипы 21), полови/на удовлетворяетъ уравненгю 



(?)='. 



другая половина — уравненгю 



(?) 



1 



Теорему эту легко доказать такимъ же образомъ, какъ и 
предыдущую, но можно также вывести ее, какъ сл'бдствхе преды- 
дущей. ДМствительно, обозначивъ чрезъ А числовую величину!), 
мы зам'Ьчаемъ, что въ то время, когда перем'Ьнное х будетъ 
принимать послЬдовательно всЬ значешя, простыя съ 2В и 
меньше 2А, сумма Ж-1-2Д перейдетъ чрезъ всЬ значешя, про- 
стыя съ 21) и содержащ1яся въ промежутке отъ 2А до 4Д. 
Поэтому уравнеше (1) можно написать такъ: 



^\х) "*"^ \л; -4^ 2А/ ^' 



причемъ знакъ суммы простирается на всЬ ф(21)) значенш х. 
простыхъ относительно 2В и меньше 2А. 
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Но по одной изъ вышедоказанныхъ теоремъ и]мгЁемъ 



следовательно 



или 






тяЬ знакъ суммы простирается на значенхя х меньше числовой 
величины 21). Отсюда заключаемъ непосредственно о справедли- 
вости предложенной нами теоремы. 

Примщш. Полагая последовательно 1)==2, 3, 5, 6,... 
или В = — 1, — 2, — 3,. . . находимъ нижеследующ1я реше- 
Н1Я для уравненш вида 

в X 



2 


1,7. 


3 




. 11. 


5 




, 9, 11, 19. 


6 




, 5, 19, 23. 


7 




, 3, 9, 19, 25, 27. 


10 




, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39. 


11 




, 5, 7, 9, 19, 25, 35, 37, 39, 43. 


13 




, 3, 9, 17, 23, 25, 27, 29, 35, 43, 49, 51. 


14 




, 5, 9, 11, 13, 25, 31, 43, 45, 47, 51, 55. 


15 




,7,11,17,43,49,53,59, 


17 


X 1 


, 9, 13, 15, 19, 21, 25, 33, 35, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 67. 


19 

• • • 


• 


,3,5,9,15,17,25,27,31,45,49,51,59,61,67,71,73,75. 
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2) 




X 


— 1 




— 2 


1, 3. 


3 




,7. 


5 




, 3, 7, 9. 


- 6 




, 5, 7, 11. 


7 




, 9, 11, 15, 23, 25. 


10 




,7,9,11,13,19,23,37. 


-11 




, 3, 5, 9, 15, 23, 25, 27, 31, 37. 


-13 




7, 9, 11, 15, 17, 19, 25, 29, 31, 47, 49. 


14 




, 3, 5, 9, 13, 15, 19, 23, 25, 27, В9, 45. 


15 




, 17, 19, 23, 31, 47, 49, 53. , 


-17 


1 


3, 7, 9, 11, 13, 21, 23, 25, 27, 31, 33, 39, 49, 53, 63. 


-19 

* • • 




,5,7,9,11,17,23,25,35,39,43,45,47,49,55,61,63,73. 


• • • 







Зд'Ьсь выписаны только тЬ р'Ьшенхя, который меньше число- 
вой величины 42); каждое изъ нихъ опред'Ьляетъ собой безко- 
нечное множество чиселъ, удовлетворяющихъуравненш ( ~ ] = 1. 
Такъ, наприм-Ьръ, вс'Ь р'6шен1я уравненхя 



( 



^1=> 



опред'Ьляются по Формуламъ 



х^1 (той. 24), X 
ж ^19 (той. 24), х 



= 5 (той. 24), 
= 23 (той. 24). 

Въ случа'Ь, когда В ^1 (той. 4), довольно знать половину 
выписанныхъ нами р-Ьшенхй, именно т'Ь, который меньше число- 
вой величины 22); ибо съ ними сравнимы но модулю 22) вс^ 
остальныя р'Ьшенхя уравйешя ( — 1= 1. Наприм'Ьръ, всЬ р'Ьше- 
Н1Я уравнен1Я 
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опред-бляются по сл'Ьдующимъ тремъ Формуламъ: 



X 



1 (той. 14), а? ^ 9 (той. 14), ^г ^ 1 1 (той. 14) 



62. Вопросъ объ отыскан1И делителей даннаго числа есть 
одинъ изъ основныхъ и самыхъ важныхъ въ теорш чиселъ; 
имъ занимались такхе математики, какъ Эйлеръ и Гауссъ. Спо- 
собы, предложенные ими, -оставляютъ желать многаго, гЬмъ не 
мен^&е они даютъ возможность очень часто преодолевать труд- 
ности сравнительно легко; пока, само собою разум'Ьется, данное 
число не слишкомъ большое. 

Не находя возможнымъ вдаваться зд'бсь въ подробности 
относительно этого предмета, мы ограничимся н'Ьсколькими об- 
тщт зам^&чан^ями. 

Наименьшш д'Ьлитель сложнаго числа а, посл'Ь единицы, 
есть всегда некоторое простое число, не превышающее Уа. Для 
опред-Ьлешя его приходится испытывать поочередно веб ц-блыл 
числа, не превышающхя Уа; и если между ними не найдется ни 
одного, который бы д'Ьлилъ а, то а будетъ числомъ простымъ- 
Понятно, что такое испытыванхе при значительномъ а представ- 
ляется невыполнимымъ ; тогда необходимо искать особыхъ ука- 
заю'й, вытекающихъ изъ индивидуальныхъ свойствъ заданнаго 
числа, который дали бы возможность уменьшить въ достаточной 
степени число чиселъ подлежащихъ испытанш. 

Всякое число можетъ быть представлено въ вид'Ь квадра- 
тичнаго двучлена 



(1) 



а^^г^ — Ви", 



гд^ 1^ и^ I) ц^льш числа отличныя отъ нуля, и очевидно, что 
такое представлеше можетъ быть вьтолнено безчисленными спо- 
собами. Допустивъ, что заданное число а уже представлено въ 
вид* (1), мы зам'Ьчаемъ, что въ случае, когда I и Ви им'Ьютъ 
общш Д'Ьлитель, разложенхе а на произведете двухъ множите- 
лей получается непосредственно; поэтому мы предположимъ, что 
I простое съ Ви, Тогда им^етъ м'Ьсто сл'Ьдующая теорема. 
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Теорема. Всякгй нечетный д^ьлитель ф(^шы Р — 1)и^ удо- 
влетооряеть уравненгю 

Очевидно, что достаточно доказать справедливость теоремы 
для простаго Д'Ьлителя числа 1^ — 1)и^. Обозначнвъ чрезъ р одинъ 
изъ такихъ делителей, иьгЬемъ 

Зд^сь и не д'блится на р\ ибо въ противномъ случае I дели- 
лось бы на р, а между т§мъ ( простое съ м. Следовательно 
можно найти число и', удовлетворяющее урлов1ю 

мм'^1 (шоЙ.^). 

Умножая об'б части предшествующаго сравнен1Я на «'*, полу- 
чаемъ 

{ЫУ — В{шУ = О (той. р), 

откуда заключаемъ 

(й*')^— Б=0 (той. я). 

Но В не делится на^); ибо въ противномъ случа-Ь ( дели- 
лось бы на р, между гЬиъ I) простое съ ( ; следовательно имеемъ 



что и следовало доказать. 

Следств1е. Бсякгй нечетный дгьлитель суммы двухъ вза- 
имно простыхъ квадратовъ есть вида 4п и- 1 . 

Въ самомъ деле, такой делитель долженъ удовлетворять 
уравненио [~)^ О, которое по модулю 4 имеетъ одно только 
решенье х^1. 

Следстаье это вытекаетъ также непосредственно изъ леммы 
«<• 35. 
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Ес1Н намъ удастся данное число а или как1я нибудь его 
кратности представить н^сколькинн епособаии въ вядй квадра-^ 
тичныхъ ФОрМЪ 

1'а = е — 1Уи'*, 



г=г"*—1)"и"* 



гд* Ли, ТУи', . . . суть числа аростыя относительно а, то тогда 
вешай дйлитель числа о долженъ будетъ удовлетворять каждому 
изъ уравнен1Й 

(2) (?)=\(?)=1. ■■.(?)=!• 

При небольшихъ значен1яхъ В, В',. . . можно воспользо- 
ваться таблицами р-кпенШ уравненш вида (2). По ниыъ легко 
вычислить р'Ьшешя, общ1я всбмъ уравнен1ямъ (2) и не превы- 
шающая Уа. Въ числ1Ь этихъ посл^Бдняхъ сл4дуетъ искать ная- 
меньшаго д'§лита1я числа а. 



г 



ГЛАВА VI. 

Сравнеше Бторой степенп лрп сложгояъ модуле 

5 I. Случай, Еогда модуль «сть степень простаго числа. 

63. Всякое число, удовлетворяющее сравнению 

(1).-. Яа;)^0(тоа.Л 

удовлетворяетъ,очеввдно и сравнеахю 

(2) Аж)^0(1П0й.р"'-'); 

поэтому корни (1) сл'бдуетъ отыскивать между корнями (2). Если 
сравЕен1е (2) невозможно, то и (1) также невозможно. 

Обозпачивъ чрезъ а любой корень (2), мы им^емъ Формул}' 



опред'Ьляющую безчисленное множество чиселъ, принадлежа- 
щихъ ЕмйсгЬ съ а къ одному и тому же классу по модулю ^>"''~'-, 
посмотримъ, н^тъ ли между ними такихъ, который удовлетво- 
ряли бы сравнешю (1). Для этого составляемъ сравнен1е 



({а -*-р"* '^) ^ О (той. ^™), 
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которое можно написать такъ: 

Г{а) -+-^)'"■"'<Г(«) -^р^''НТ{(^) -*-... ^ о (той. р"^), 



или, проще, 

((а) -н р^~' 1С {а) ^ О (той. р^) ; 

ибо ш>2^ всл-бдстЕхе чего им'Ьемъ 2т — 2>т. 

Но число /(а) делится на|)*^~"'; поэтому посл-Ьдяее сравнеше 
можно сократить на р^"^ и представить въ бол^Ье простомъ 
вид*, именно, 

(3) /'(а)<-+-Ь = О (той. ^9), 

гд'Ь Ъ изображаетъ частное, полученное отъ д'Ьлен1я {{а) на^>"*"~\ 
Сравнеше (3) — первой степени; если оно невозможно, то 

сравненхе (1) не им1Ьетъ ни одного корня сравнимаго съ а по 

модулю 2)"*""\ 

Такимъ образомъ всЬ корни сравненхя (1) образуютъ н'Ь- 

сколько группъ, который опред'Ьляются различными корнями (2); 

вычисленхе корней, принадлежащихъ къ опред'бленной групп^Ь а, 

состоитъ въ р'бшенш н'бкотораго сравнен1я первой степени съ 

модулемъ р. 

Применяя предыдущ1я разсужденхя къ сравненхю (2), мы 

заключаемъ, что опред'Ьленхе его корней приводится въ свою 

очередь къ р-Ьшенио сравненхя 

[(х) = О, (той. р"^^^ 

и загЬмъ еще къ р'Ьшенш н'Ькотораго сравнешя первой степени 
съ модулемъ р. 

Продолжая дал4е подобное разсуждеше, мы зам-Ьчаемъ, что 
Р'Ьшеше сравнен1я (1) всегда можно свести на р-Ьшенхе сравнешя 

/*(ж) ^ О (той. р) 

и еще р — 1 отд'Ьльныхъ сравнешй первой степени, каждое 
съ модулемъ р. 



:>" -* 
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Последнее предложен1е им^етъ м-Ьсто независимо отъ того, 
будетъ ли число р простымъ или сложнымъ; но чаще всего при- 
ходится предполагать р простымъ, ибо уже раньше было дока- 
зано, что р'6шея\е всякаго сравненхя со сложнымъ модулемъ 
приводится къ р'Ьшен1ю н'Ьсколькихъ сравнешй, модули кото- 
рыхъ суть степени простыхъ чиселъ. 

64. Особеннаго изсл-Ьдованхн заслуживаетъ сравненхе дву- 
членное 

(1) х^ = а {тбй. р"^); 

на немъ мы желаемъ теперь остановиться. 

Допустимъ сперва, что простое число р больше 2. Тогда 
легко составить окончательное правило, дающее возможность, 
по данному р'Ьшенхю сравнешя 

(2) ж^ ^ 2 (той. ^)), 

.вычислить р'Ьшеше (1). 

Изображая чрезъ а число удовлетворяющее (2), возьмемъ 
во внимаше степень (а-*-Уд')^ и представимъ ее такъ: 

(3) (а-4-У^Г = Р-|-дУ^, 



гд'Ь Ря ^ изображаютъ ц'Ьлыя числа, 



т ш(т — 1) т — 2 



... 



уц 1 1.2.3 ^ 



Одновременно съ (3) И1»г6етъ м-Ьсто равенство 

(4) {а—У^Г = Р—яУа. 

Перемножая (3) и (4) между собой, получаемъ 



а такъ какъ по предположенш о' — д ^ О (той.р), то стЬдо- 
вательпо 

(5) Р^ — ^9 ^ О (шоа.р"*). 

Съ другой стороны, какова бы ни была ц^аая Функц1я {{х), 
им'Ёенъ 

Полагая здйсь 

получаемъ 

^ ^ 2"~' о*""' (той. р). 

Отсюда легко заключить, что ^ не д-Ьлится на р. Ибо въ 
противноиъ случа-Ь число о должно было бы делиться ка^); но 
такъ какъ й^^д (той.^)), то следовательно и д д-Ьлилоеь бы 
на ^>, что, конечно, не предполагается. 

Такъ какъ ^ не дтЬлится на ^', то сравнен1е 

^x^Р (той. р"*) 

возможно. Обозначивъ чрезъ х какое либо изъ его р'Ёшен1Й, 
им'бемъ 

(6) ^х' = Р^ (той.^)'"). 

Изъ (5) и (6) выводимъ 

откуда, сокрао1дя на ^, получаемъ 

х^^2 {той.р"*). 
Это показываетъ, что р1Ьшен1е сравнен1я первой степени 
^x ^ Р (то^. р") 
будегь корнемъ сравнетя (1). 
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Найдя такимъ образомъ одинъ корень сравнен1я (1), мы най« 
демъ сейчасъ и другой его корень, перем'Ьняя только знакъ у х. 

Обозначивъ теперь чрезъ у какое нибудь изъ чиселъ, удо- 
влетворяющихъ (1), им'Ьемъ два сравнешя 

у^^д, (той. р^) , о(?^д (той. р^) , 
изъ которыхъ выводвмъ 

шга 

[у — х) (2/ -н ж) ^ о (той. р^). 

Одинъ изъ множителей въ первой части есть простой отно- 
сительно р ; ибо въ противномъ случа']^ мы им'ёли бы два сравнен1я 

у — х^О\ 

\ (той. р)\ 

отсюда 

2а? ^ О (той.^р), 

что очевидно невозможно. Сл'Ьдовательно им'Ьетъ мЬсто одно изъ 

двухъ: 

у — х^ОЫо^.р"^) 
или 

у -*- а? ^ о (той. р^)\ 



въ первомъ, случа* им'Ьемъ у^х (той. 2?), во второмъ 
2/^ — X (той. 2?^). Это показываетъ, что другихъ корней, 
кром* двухъ вышенайденныхъ, сравненхе (1) не им'Ьетъ. 

Такъ мы уб-Ьдились въ справедливости сл*дуюш;ей теоремы. 

Теорема. Если р число простое нечетное^ а д не дгьлится 

па р, то сравнете 

х^ ^с[ (той. р^) 

или невозможно^ или имгьетъ два ргыиенгя; первый случай импьетъ 
мтьсто^ если (—] = — 1 ; второй^ если ( — | = 1 . 

п. 12 
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65. Переходимъ теперь къ р'Ьшешю сравнен1Я 
(1) . x^ = ^{той. 2^), 

предполагая, конечно, что ^ число нечетное. 

Будемъ разсматривать отдельно четыре случая: 

Первый слу^шщ т= 1. Тогда сравнеше (1) можно написать 

такъ : 

х^^1 (той. 2), 

и очевидно, что оно им'Ьетъ одно только р'Ьшеше 

х^1 (той. 2). 

Второй случай^ т = 2. Тогда им'бемъ сравнеше 

х^^2 (той. 4), 
которое можно написать въ одномъ изъ двухъ видовъ: 

(2) х^^1 (той. 4) 

или 

(3) ж^ = — 1 (той. 4), 



смотря по тому будетъ ли число ^ вида 4п -н 1 или вида 4п — 1 . 
Сравненхе (2) им'Ьетъ очевидно два р'Ьшешя, именно : 

х^1 (той. 4) и х^З (той. 4); 

сравнеше (3) невозможно. 

Третгй случай^ т = 3 . Им'бемъ 

(4) ж^ = 2 (той. 8). 

Неизв'Ьстное х должно быть числомъ нечетнымъ; но легко 
убедиться, что квадратъ всякаго нечётнаго числа сравнимъсъ 1 
по модулю 8: 

(4п ± 1)2 = 1 м- 8 {2п^ ±п) = 1 (той. 8); 
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стЬдовательно ераваен1е (4) возможно только при условш 

д = 1 (той. 8). 

Ес.1и оно Бьшолнево, то сравнен1е (4) нредставляется въ вид-Ь 

яР = 1 (той. 8), 

и всякое нечетное число удовлетворяегь ему; число корней 
равно 4. 

Четвертый случай, т>3. Тогда легко показать, что 
сравнеше (1) иди не ивгЬегь вовсе р'ЬшенШ, или им4еть ихъ 
четыре., 

Допустимъ сперва, что сравнен1е 

^^д {той. 2") 

имтЬеть р'Ьшеше, и пусть ж изображаетъ какое либо число, удо- 
влетворяющее ему. Если у есть число отличное отъ х, но удовле- 
творяющее то1ау же сравнешю, то 

2/3 = аг= (той. 2"), 
вли 

(у — х)(уч-х) = (шой. 2"*). 

Оба множителя въ первой части суть четные; разделяя об'Ь 
части сравиеа1Я и модуль на 4, получаемъ 

Теперь множители въ первой части не могутъ быть оба чет- 
ными, ибо ихъ сумма есть нечетная; поэтому заключаемъ, что 
непрем'Ьнно должно им^ть м'Ьсто одно изъ двухъ сравпен1й: 

?^ = 0{той. 2*"-') 
яли 

^Ц^ ^ о {той. 2'"""). 
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Другими словами, будемъ им'Ьть одно изъ двухъ: 



т— I 



у = х-^Т''~Ч 



или 



т — I 



у^—хчг-^^-Ч, 



гд'Ь Ь изображаетъ д-блое число, которое можетъ быть или чет- 
нъшъ или нечетнымъ. 

Подставляя въ посл'Ьднихъ двухъ Формулахъ на м^Ьсто Ь 
сперва 2^, а посл'Ь 2<-+- 1, получаемъ для числа у четыре сл*- 
дующихъ вида: 

у = х^2'^{, 



.т. 






^т 



2'"^ 



что можно представить проще такъ : 



У^ 


= х 




У = 


= ж- 


+-2"*~' 


У = 


= — 


-X 


У = 


= 


- X н- 2"*-' 



т^ 



(той. 2^. 



Отсюда ясно, что кром'Ь решетя х сравнете (1) можетъ 
им'Ьть еш,е только три р'Ьшенхя ; и на самомъ д'Ьл'Ь оно ихъ всегда 
будетъ им'Ьть ; ибо числа 



Х^ X 



кГП — 1 



X, 



X 



.т — \ 



>т 



очевидно несравнимы между собою по модулю 2 , и каждое изъ 
нихъ удовлетворяетъ сравненш (1). 

Докажемъ теперь, что если сравнете 



(5) 



X' 



а (той. 2"*-') 



возможно, то между его четырьмя р4шен1ями найдется два а' 
только два, который будутъ удовлетворять сравнен1ю 

(6) ж" = 3 (той- 2"). 

На салюмъ ^^3% обоэначивъ чрезъ а лобоЁ корень сравве- 
Н1Я (5), всЬ' четыре корня того же сравнен1я можно выразитЬ 
такъ: 

а, —а, а-^2"^\ ~я-»-2"'~'. 

Отсюда видно, что если одвнъ изъ корней сравнен1я (5), на- 
прим'Ьръ а, удовлетворлетъ (6), то тому же сравнен1Ю будетъ 
удовлетворять и другой корень (5), именно — о. Что касается 
остальныхъ двухъ корней сравнешя (5), то изъ нихг ни одинъ 
не будетъ удовлетворять (6). Ибо вторая часть равенства 

(2"-* ±аТ—^ = а'~^-^- г"""' (г"""' ± а) 

при ш > 3 очевидно не делится на 2"*. 

Напротивъ, если а не удовлетворяетъ (6), то и — а не удо- 
влетворяетъ ему; тогда частное 

д» — а 

будетъ числомъ нечетнымъ, и вторая часть равенства 

(2"- ± „)._ 5 = 2»-' [1^=4 -ч- 2"— ± а] 

будетъ очевидно д-Ьлиться на 2"". Следовательно посл*дн1е два- 
корня (5) будутъ также корнями (6). 

Переходя теперь къ выводу услов1я, при которомъ сраваете 

x^ = ^{той. 2*"), {т> 3), 

возможно, мы залсЁчаемь, что возможность означеннаго сравне- 
В1Я влечетъ за собою возможность сравнешя 

ж^^д (той. 8), 
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что въ свою очередь приводить къ сравненхю 

(7) г = 1 (тоа. 8). 

Наоборотъ, если услов1е (7) удовлетворено, то сравнен1е 
x^^^ {той. 2"") 



Чтобы уб-Ьдиться въ этомъ, мы будемъ разсуждать такъ: 
На основании (7) заключаеиъ, что сравнен1е 

x'^^^ (той. 8) 

ингЬетъ р^шен1я. По вышедоказанному, изъ числа четырехъ его 
корней два будутъ удовлетворять сравнен:ю 

а^=2 (той. 2% 

Поэтому посл^^днее сравнеше будетъ им11ть четыре кирня, 
изъ коихъ два будутъ удовлетворять сравнению 

х^ ^^ (той. 2*). 

Это сравнен1е въ свою очередь будетъ им^ть четыре корня, 
изъ нонхъ два будутъ удовлетворять сравнешю 

x'^ = ^ (той. 2*). 

Разсуждая такимъ образомъ все дал^е и дал^е, иы прихо- 
димъ къ заключен1ю, что, каково бы ни было цйлое число ту- 3, 



ж= = 3 (той. г"*) 

будетъ икгбть четыре р'Ьшен1я; такъ что услов1е (7) оказывается 
не только необходимымъ, но и достаточнымъ. 

. Резюмируя полученные результаты, мы приходимъ къ сле- 
дующей теореме. 



^ 



г 



Теорема. Ораененге 

х^ ^^ (той. 2"") 

при нечетномъ д предсттляетг сл1ьдующге случаи: 

1° если пг = .1, оно импетъ одинъ корень; 

2' если т = 2, оно им7ьетъ два корня или ни одною, смотря 
по тому, будетъ ли удовлетворено условге ^^1 (той. 4) или 
не будешь; 

3° есл»т> 3, сравнетеим1ьетъ четыре корня или ни одного, 
смотря по тому, будете ли удовлетворено условге 3^1 (той. 8) 
г1ли не бувешъ. 

Въ посйгьднемъ случать, если условге ^^\ (той. 8) удовле- 
творёно, два корня (^юбненгя 

х^-^д (той. 2"*) 

рдовлбп/воряютъ также и сравнент 

остальные два этимъ свойствомъ не обладатпг. 
Пргшгьръ. Требуется найти корни сравнены 

а:2=17 (той. 2'). 
Начинаемъ со сравнен1я 

я;^=17 (гао(1. 8), 
которое можно написать такъ: 

х'=1 (той. 16). 
Отсюда прямо опред'Ьляемъ четыре корня 

±1, ±7. 
Переюднмъ къ сравяен1ю 

а? = 17 (той. 32); 
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четыре его корня суть сл'Ьдующхе: 



±7, ±9. 

Переходимъ дал^е къ сравнешю 

а^= 17 (той. 64), 



и находииъ его корни: 



9, ±23. 



Переходя наконецъ къ сраввен1Ю 



ж2= 17 (той. 128), 



находииъ его корни: 



23, ±41. 



$ II. Чшмо р^шенШ сравнен1я я^^2 (той. к) при можнонъ 

модуле. (11%дств1я. 

66. Теперь не трудно вывести услов1я достаточный и необ- 
ходимыя для того, чтобы сравнете 



(1) 



х^^2 (той. к) 



при сложномъ к было возможно, предполагал притомъ, что ^ 
простое съ к] въ случа'Ь возможности (1) легко также опред*- 
лить число корней. Для этого мы принимаемъ во внимате разло- 
женхе модуля на простые множители 

гд'Ё ш можетъ равняться нулю, и зам^^чаемъ, что опред'кжеше 
корней сравнешя (1) приводится къ вычисленпо корней каждаго 
изъ сл^Бдующихъ сравненш: 



(2) 



— 185 — 

я? = ^ (той. 2"'), 
ж•2 = 2(то(1.^)^'"^), 



^^^д^ (той. У'«). 



Но чтобы каждое изъ нихъ было возможно, для этого необ- 
ходимы ташя услов1я: 

^^\ (той. 4), если ш = 2; 
д ^ 1 (той. 8), если т > 2 ; 



1 

.1>1 



) = ©=■• =©=1 



Если они выполнены, то число р'Ьшешй перваго сравненхя (2) 
равно 

гд'Ь а = О, 1 или 2, смотря но тому будетъ ли ш < 2, ш = 2 
или ш > 2 ; что, касается остальныхъ сравнешй (2) , то к1аждое 
изъ нихъ будетъ им'Ьть по два р'Ьшенхя. Следовательно по тео- 
рем'Ь п^ 42 число всЬхъ корней сравнен1я (1) равно 

67. Обозначивъ, какъ въ предыдущемъ номер'Ь, чрезъ 'к 
какое нибудь сложное число 

а чрезъ д^ какое угодно число, простое съ й;, мы возьмемъ во 
вниман1е рядъ 

(1) ...... 1, а, 6,. . Л — 1, 

состояний изъ всбхъ чиселъ < й; и простыхъ съ к. Каждому 
изъ этихъ чиселъ, наприм'Ьръ а, соотв'Ьтствуетъ н^Ькоторое 
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Итакъ, во всякомъ частномъ случа'Ь им'Ьетъ м^сто (2) или (3), 
смотря по товду, будетъ ли ^ квадратичнымъ невычетрмъ или 
вычетомъ числа к. Изъ (3) выводимъ, д'Ьлая 2 == 1, 

2П-1-в — 1 



(4) 1. а. . .{к — 1) = {—1у 



(той. А;), 



что приводить къ следующей теорем* Гаусса. 

Теорема 1 . Обозначимъ для сокращетя чрезъ П произведеиге 
всгьхь чиселъ <Ск и простыосъ съ к. 

Если к есть степень простаю нечетиаго чгссла^ или удвоен- 
ная степень простаю нечетнаго числа ^ или й = 2, или й = 4, — 
во всгьхъ этихъ случаяхъ имгьемъ 

ч 

П = — 1 (той. к). 

Въ остальныхъ случаяхъ^ напротгшъ^ 

П^ 1 (той. А;). 

Теорема эта представляетъ очевидно обобщеше известной 
теоремы Вильсона. 

Принимая во внимаше (4), изъ (2) и (3) выводимъ 



^Ф) 



2П-1-в — 1 



2— = (_1)^ (той. к), 

д^^Ф) = 1 (той. к}. 

Первое изъ этихъ сравнешй требуетъ, чтобы ^ было квадра- 
тичнымъ невычетомъ числа й, второе, напротивъ, требуетъ, 
чтобы 3 было квадратичнымъ вычетомъ относительно к. Оба они 
совпадаютъ между собой, если п -+- а > 1 ; напротивъ, они су- 
щественно различны, если м. -+- а = 1 . Это приводить къ такой 
теорем*. 

Теорема 2. Если к есть степень простаю нечетнаго числа^ 
или удвоенная степень простаю нечетнаю числа^ или А; = 4, — 
во вспхосъ дт,иосъ случаяхъ имгьемъ одно изъ двухъ: 
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д49да = _1 (тоа.Х;), 

смотря по тому будешь ли $ квадрашичнымъ вычетомъ или не- 
вычетомъ числа к. 

Въ остальныхъ случаяосъ^ каково бы ни было число д, всегда 
имтьемб 

Отсюда, какъ прямое с^^Ьдств^е, получается сравненхе 

2^(^) = 1 (той. 1с) 

для всякаго к и всякаго ^ простаго съ к. Это известная теорема 
Эйлера. 



ГЛАВА VII. 



О сравнен1яхъ высшпхъ степеней. — Двучленныя сравненхя. 



§ I. Теорема Лагранжа. 

68. Въ предшествующихъ главахъ (п^42, 63) было пока- 
зано, какимъ образомъ ]р'Ьшен1е сравненхя со сложнымъ моду- 
лемъ приводится къ р'Ьшенхю н'Ьсколькихъ сравненхй, каждое 
съ простымъ модулемъ. Къ этому сл'Ьдуетъ прибавить, что важ- 
н'Ьйшхе и самые любопытные результаты, добытые въ теорхи 
сравненш, относятся къ случаю, когда модуль простой. Вотъ 
почему въ дальн'Ьйшемъ изложеши мы ограничимся простымъ 
модулемъ, и каждый разъ, когда придется делать отступлете 
отъ этого предположен1Я, мы будемъ оговариваться. 

Теорема. Число корней сравнетя не превышаешь его степени. 

Для сравненш первыхъ двухъ степеней справедливость тео- 
ремы -вытекаетъ прямо изъ того, что было доказано въ преды- 
дущихъ главахъ. 

Допустивъ, что теорема справедлива для всякаго сравненхя 
{п — 1)-ой степени, мы покажемъ, что она справедлива и для 
всякаго сравнешя п-ой степени; очевидно, что такимъ образомъ 
справедливость теоремы будетъ доказана вполн-Ь. Такъ какъ для 
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еевозможнаго сравнен1я справедливость теоремы очевидна, то 
можно ограничиться пред110лон(ев1евгь, что сравнеше 

(1) Ах" -1- А^х"~* ч- . . .-1-^„=0 (той.р) 

возможно. 

Обозначявъ чрезъ а какой либо изъ его корней, разд'1лимъ 
Функщю 

/■(ж) ^ Лж" и- Л^а:"~' -I- . . .-^-^А^, 

на X — а. Изобра;кая частное чрезъ 9(а;), им'Ьемъ тожество 

С{х) = (ж — а) 9 (ж) -+■ {(а) , 

вс.т6дств1е чет сравнен1е (1) можно напнсать такъ: 

(2) (:ь — я)(р(а;)^-Ао) = (той.^з). 

Но по предположен1ю ингЬемъ 

{(а) = О (тоа. р); 

поэтому сравнен1е (2) равносильно сл-Ьдующему: 

(3) (х — о)9(а;) = (той.^)). 

Всякое значен1е х, удовлетворяющее (3) и не сравнимое 
съ а по модулю р, должно удовлетворять сравнен1ю 

(4) (р(з;) ^ О (той. ^)); 

сл-бдовательно всЬ корни сравнен1я (1), отличные отъ а, будутъ 
корнями сравнения (4). Но послйднее сравнен1е, будучи степени 
(и — 1)-|Ш, ее можетъ, но предположешю, ии'Ьть бол^е « — 1 
корней; следовательно сравнеше (1)-не можетъ им*ть бол-Ье 
п — 1 корней отличныхъ отъ а, а потому число всЬхъ его кор- 
ней вм^Ьстб съ я не можетъ превышать п. Что и следовало 
доказать. 
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Сл'Ёдств1е. Если сравненге 

Лх"" ч- Л^х"""^ ч- . . . -^ Л„ = О (той. ^?) 

по виду п-ой степени илпьетг болтье п корней^ то есть коеффи- 
щеиты Л^ А^^ . . . Л^ дтьлятся на р. 

Въ противномъ случа'Ь мы им'Ьли бы сравнеше степени не 
выше п, которое им-бло бы бол'Ье п корней, что невозможно. 

Такъ, наприм^ръ, сравнеше 

(5) х^^'—1—{х — \){х — 2). .\{х—рч-\) = (той.р) 

по виду есть {р — 2) -ой степени; между т-бмъ ясно, если при- 
нять во внимаше теорему Фермата, что всЬ числа отъ 1 до ^) — 1 
удовлетворяютъ ему. Поэтому коеФФицхенты у различныхъ сте- 
пеней X въ первой части (5) д'Ьлятся на |) , и мы можемъ написать 

ж''""^ — 1=(ж— 1)(ж — 2). . .{х—рч-1)ч-рР{х), 

гд'Ь Р{х) изображаетъ ц'Ьлую Функщю съ ц-Ьлыми коеФФИцхен- 
тами. Такимъ образомъ съ помощью теоремы Лагранжа полу- 
чается прямо равенство, доказанное нами на'страниц'Ь 88. Пола- 
гая въ немъ а; = О, получаемъ теорему Вильсона. 

При сложномъ модул^Ь теорема Лагранжа иногда им^Ьетъ 
М'бсто, иногда не имйетъ; это видно уже для сравнен1Й первыхъ 
двухъ степеней. 

Перейдемъ теперь къ изложенхю новаго начала, весьма важ- 
наго въ общей теорш сравненхй, которое приведетъ насъ вновь 
къ теорем'Ь Лагранжа. 



§ II. Разложен1е Функц1и на иножители по данноиу модулю. 
О Функц1яхъ неприводииыхъ по даннону модулю. 

69. Дв'б Функцш съц'Ьльши коеФФищентами 

({х) = а н- а^х -I- . . . -н а^х^^ ^ 

(^{х) = & -I- Ь^д? -н . . . н- Ъ^х^ 
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называются сравнимыми по модулю р^ если соотв^^тствующ^е 
коеФФйщенты въ ихъ выражен1яхъ сравнимы, то есть, 

Тогда пишутъ 

и сравненхе такое называютъ тожестееннымг. 
Если всЬ коеФФищенты въ выражен1И Функщи 

д-йлятся на ^р, въ такомъ случае говорятъ, что Функщя До?) 

сравнима съ нулемъ по модулю р^ и выражаютъ это тожествен- 

нымъ сравненхемь 

Да;) ^ О (той. р). 

Очевидно, что тожественному сравнен1Ю удовлетворяетъ вся- 
кое число X] но нельзя утверждать обратное; такъ^ сравнеше 

х^ — х^О (тоА.р) 

удовлетворяется всякимъ числомъ, а между гЬмъ оно не тоже- 
ство. 

Дв* функщи, сравнимый порознь съ третьею, очевидно 
сравнимы между собою. Поэтому всЬ Функцш сравнимый съ 
одной какой нибудь Функщею Да;), составляютъ особый классъ 
Фунгацй сравнимыхъ между собой, каждая съ каждой. Ташя 
функщи мы согласимся не считать за различный. 

Въ выражен1и функщи, разсматриваемой по модулю ^р, косф- 
Фищенты могутъ быть соответственно заменяемы какими угодно 
ихъ вычетами; всл'Ьдствхе этого всякую Функщю можно при- 
вести къ такому просгЬйшему виду, гд* числовая величина каж- 
даго коеФФищента будетъ < р или даже < ^, если только ^? > 2. 

Наибольшая степень перем'Ьннаго х въ выраженш Дж), у 

п. 18 
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которой коеФФищентъ не д-Ьлится на р^ называется степенью 
функщи ({х) по модулю р. Такъ, наприм'Ьръ, степень Функцш 

по модулю 2 есть 1 ; по модулю 5 есть 2; по модулю 7 есть 3. 
Степень Функщи по модулю р очевидно равна абсолютной 
степени Функщи въ ея просгЬйшемъ видЬ. Для предыдущей 
функщи им'Ьемъ ташя тожества : 

- 4 ^ ж (той. 2), 
-4 = 3л;2 — 2ж -^1 (тоа.-5), 
-4. = Ъс(? — 2х^-^Ъ (той. 7). 



\0я?- 


-2о^-\ 


\-7х 


Юж*- 


-2ж^н 


\-7х 


Юа?- 


-Чх^-л 


н7ж 



^ункщя нулевой степени въ просгбйшемъ своемъ выраже- 
нш приводится къ одному изъ чиселъ О, 1, 2,. . .р — 1, ес^ш р 
означаетъ модуль. Всякая Функщя первой степени по модулю р 
приводится къ виду 



причемъ а и 6 могутъ им'Ьть сл'Ьдующхя значешя: 

а= 1, 2, 3,. . .р — 1, 
6 = 0, 1, 2,. . .р — 1. 

Следовательно число различныхъ Функщй первой степени по 
модулю р есть р{р — 1 ). 

ВсЬ представители Функщй второй степени получаются изъ 
Формулы 



давая для а^Ъ, с значен1я 

1 

а= 1, 2, 3,. . .р — 1, 
'> = 0, 1, 2,. . .р — 1, 
с = 0, 1, 2,. . .р' — 1; 

сл'Ьдоватёльно число такихъ Функщй равно ^р^(р — ►!). 
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Вообще, число различяыхъ функций п-ой степени по модулю ;> 
есть р"{р — 1). 

70. Изъ аервыхъ четырехъ д'Ёйств1Й вадъ функщяии, по 
модулю р, особеннаго пояснеы1я требуеть только д'Ёлен!е; ииъ 
теиерь мы займемся. 

Д-Ь.1ить по модулю ^) Функщю степени «, 

[{x)=Аx^-^'А^з^*ч-. . .-*-А„, 

на функщю степени т^н, 

Р{х) = Вх"^ •+■ ©(Х"*"' -I- . . . -н Б^^ 

значить искать такую третью Функщю ф(я;), чтобъ разность 
между произведен1емъ Р{х) <^(х) я Функщей /"(ж) по модулю р 
была степени ниже т. 

Функщя <р{ж) называется частнымъ, а разность 

т—Р(х)<?{х)=г{х) 

остаткомъ отъ д-блен^я по модулю р Функщи /"(а;) на Р(х). 

Прежде всего сл-Ьдуетъ зд'Ьсь доказать, что не можегъ суще- 
ствовать двухъ р'Ьшешй. Но уб'Ьдиться въ этомъ очень легко. 
Допустивъ, что существуетъ два частныхъ 1^{х) и ^(х), различ- 
ныхъ по модулю г?, мы будемъ им^ть дв* Функцхи 

г(х) ^ ^(х) — Р(х) ф (х) (той . р) , 

г,{х) = П^) — Р{х) 9,{а;) (тоа. р) 

каждая степени ниже т но модулю ^>, разность которыхъ будегь 
представлять Функц1ю также степени ниже т по модулю р. 
Вычитая посл^дн1я два сравнетя одно изъ другаго, получаеиъ 
тожество 

(1). . . . г(х)—г,(х) = Р(х) (9,И-.рИ) (тоа.р), 

вторая часть котораго представляетъ Функц!ю степени не нижет, 
вбо разность ф,(:г) — 9(х), по предноложевш, несравнима съ 
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нулеиъ; между т^^мъ первая часть есть Функщя степени ниже т. 
Поэтому сравнеше (1) не можетъ быть тожественнымъ, и пред- 
положеше существоватя двухъ различныхъ частяыхъ невоз- 
можно. 

Для опред'Ьлешя частнаго и остатка сл-Ьдуеть поступать такъ: 
Если коеффищентъ В въ д'Ьлител'Ь не равенъ 1 , мв1 найдемъ 
число В\ которое удовлетворяло бы сравненш 

ВВ'=1 (той.р), 
и положивъ 

ВУ{х) = ж*" -н В'.х'^^' -н . . . -н 5'^ (той. р), 

будемъ Д'Ьлить Функщю /"(ж) на Функщю 

по обыкновенному алгебрическомл^ правилу съ добавлетемъ 
однако, что^въ получаемыхъ остаткахъ каждый коеФФИщентъ 
дозволяется^ зам'Ьнять какимъ угодно его вычетомъ по модулю ^р. 
Этимъ можно воспользоваться такъ, что числовыя величины 
коеФФИщентовъ въ остаткахъ не превзойдутъ никогда р или 
даже у. Когда дойдемъ до остатка г{х) степени ниже т, дМ- 
ств1е будетъ окончено. Обозначивъ частное чрезъ 91(^1?), мы .за- 
м1Ьчаемъ, что коеФФищенты въ <^^{х) будутъ ц'Ьлыми и при томъ 
будемъ им-Ьть равенство сл'Ьдующаго вида: 

До?) = Р^{х) 91 (ж) -ь г{х) '^р^{х). 

Зд'Ьсь р^{х) изображаетъ ц'Ьлую Функпдю съ коеФФищен- 
тами делящимися на р ; она произошла отъ дозво-яенной зам'Ьны 
коеФФИцхентовъ въ остаткахъ ихъ вычетами по модулю ^р,"" и вы- 
ражеше ея, конечно; будетъ зависЬть отъ того, какъ мы дзос- 
пользовались этимъ правомъ-изм'Ьнетя значен1Й коеФФИцхентовъ. 
Но во всякомъ случа'Ь посл'Ьднее равенство можно написать въ 
вид'Ь такого тожествейнаго сравненхя 

До?) ^ Р^{х) 91 (л?) -♦- г{х) (той. р). 



-А 
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Отсюда, замечая, что 1 ^ В^ (той. р\ выводииъ 

({х) = ВР^^х) • 5'9,(а!) -I- г{х) (той. р). 
Изъ тожественнаго сравнешя 

выводимъ 

ВР^ {х) = Р{х) (той. |>) ; 

следовательно 

({х) ^ 2^(ж) • В'(^^{х) -I- г (ж) (той. р). 
Называя для сокращешя 

получаемъ 

(2) Г{х) = Р(х) ф)-^г{х) {той.р). 



Результатъ этотъ показываетъ, что Функщи ф(ж) и г (ж), 
полученныя вышеуказаннымъ способомъ суть искомыя, именно, 
первая составляетъ частное, вторая остатокъ отъ д^ленхн по 
модулю р Функц1и {{х) на Р{х). 

Если случится, что всЬ коеФФИц1енты въ выраженш остатка 
г(х) д-Ьлятся яяр^ то сравнеше (2) приметь видъ * 

(3) т = Р{х)<^{х) (той.р). 

Тогда говорятъ, что по модулю р Функщя /"(ж) делится безъ 
остатка на Р(х), или, что Р{х) есть делите лемъ Функцш /*(ж). 

Примгьрб. Чтобы разд'Ьлить по модулю 1 7 Функщю 

/•= бл^ — 7ж^ -4- 5х^ —6x4- г 
на 

Р=Зх''*-7х — 1, 

мы умножаемъ предварительно д'Ьлитель на 6 ; получаемъ 

6Р=х^ч-8х — 6 (той. 17). 
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ЗатЬмъ дйгаиъ ( на Фушсцш а?-*-Ьх — 6 



5ж*- 


- 1а?-ь 
-40^»-*- 




■ 635-+- 

■ бж-н 


3 
3 

• 


ж^ -н 8а; — 6 


5ж* 


Ьх^ -*- 4а; и- 3 




-47ж»-|- 


•35л?— 


■ 




= 4^8 -ь 


• а? 


бж-н 


3 


л 




^а? 


Ъ2х^-^- 


24ж 




г 






■Ых"-^ 


•18ж-1- 


3 








\ Зж^-н 


ж-н 


3 








Ъх^ 


24ж-*- 


18 






■ 




23а;-*- 
:11а;-|- 


21 

4. 





Зд^сь каждый остатокъ выписанъ два раза: въ первона- 
чал ьномъ его вид'Ь и загЬмъ въ просгбйшемъ вид'Ь. Результатъ 
д'Ьлен1я выражается тожественнымъ сравненхемъ 

{= ^Р{Ьх^ -4- 4ж -I- 3) -ь 1 1^ -ь 4 (той. 1 7) 
или, проще, 



Отсюда видно, что искомое частное есть 



а остатокъ 



13ж2-4-7ж-ь1, 



11ж-н4. 



71. Обозначивъ чрезъ а какое угодно число не делящееся 
на|), а чрезъ а' другое число, удовлетворяющее условш 

аа^^\ (той.^)), 

мы зам'Ьчаемъ, что, какова бы ни была Функц1я /"(ж), всегда 
им'Ьетъ м^сто тожество 

({х) ^ аа({х) (той.|?). 
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Это ноказываетъ, что а есть Д'Ьлитель Функц1и [(х) по мо- 
дулю р. Сл1;довательйо всякое ц-Ьлое число, не длящееся на 

МОД}' ль, Д15ЛИТЪ по этому модулю НСЯКуЮ ФунКЦ1Ю; таКЪ что, П(1 

отношешю д-Ьлнмости Функщй по модд'лю р, каждое взъ чвселъ 
1, 2,. . .р~1 играетъ такую же роль, какъ еданица. 

Если Функц1Я Р{х) д'Ьлитъ /■(*), то, каково бы ни было 
число я, ес.ш только оно не д'Ьлится нар, провзведен!е я2^(а:) 
будетъ также делить Функц1ю Да:). Сл^Ьдовательно, когда р'бчь 
идетъ о д-Ьлииости одной Функц!и на другую, можно не обра- 
щать вниман1я на числовые множители д-Ьлителей; ихъ можно 
вводить или откидывать, смотря по желан1ю, и всегда можно 
предположить, если это понадобится, что въ выражен1И д-Ьлителя 
и-ой степени коеФФИцЦнтъ у х" равенъ 1. 

Большаго внвман1я заслуживаетъ сл-Ьдующая теорема. 

Теорема. Ес.ш произведете ({х) ^,(ж) сравнимо съ нулемъ по 
модулю р, то по крайней лпьргь одна мзг функщй ({х\ (^{х) 
сравнима съ нулемъ 'ПО тому же модулю р. 

На самомъ д^&л^^, допустимъ, что ни одна изъ Фуншрй Дж), 
^^{х) несравнима съ нулемъ по модулю 2); тогда, пренебрегая 
членами, коеФФИщенты которыхъ д-Ьлятся илр, мы могли бы 
положить 

{(х) = ах" и- . . . , 

(^{х)^Ьх^-*- . . ., 

гд-Ь пит изображаютъ степени ({х) и (^(х), и поэтому и^О, 
»»> О, при томъ ни а ни 6 не делятся на^». Внося эти выра- 
жен1я въ сравнен1е ({х) /'(а;,) ^ О {тйоА.р), получаемъ 

й&г"""^"-!- . . . ^ О {таА.р), 

откуда заключаемъ 

яЬ ^ О {тоА.р). 

Но это невозможно, ибо ни я ни & не д'Ьлится на р; сл'Ьдо- 
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вательно и то невозможно, чтобы ни одна изъ Функщй Дж), ^^^{х) 
не была сравнима съ нулемъ по модулю р. 

72. Къ вопросу объ общихъ д'Ьлителяхъ по моду лю^? двухъ 
какихъ нибудь данныхъ Функцхй применяется непосредственно 
принципъ Эвклида; всл*дств1е этого получается возможность 
составить основан1Я теор1и делимости Функцхй по данному мо- 
дулю. 

Возьмемъ дв* Функщи ({х) и 2^(ж), изъ коихъ вторая сте- 
пени не выше первой, и разд'Ьливъ по модулю р Функщю /"(а?) 
на Р{х)^ обозначймъ частное чрезъ ^1, а остатокъ чрезъ с^ г^{х\ 
предполагая при этомъ, что коеФФиЦ1ентъ у наивысшей сте- 
пени X въ г^{о1^ равенъ 1, и что число с^ не Д'Ьлится на р. ЗатЬмъ 
разд'Ьлимъ по модулю р Функщю ^{х) на г^ {х) ; частное обозна- 
чймъ чрезъ ^^, а остатокъ чрезъ с^г^{х)^ при чемъ с^ не Д'Ь- 
лится на I?, а коеФФИц1ентъ у наивысшей степени х въ г^{х) 
равенъ 1. Посл^ этого разд'Ьлимъ г^{х) на г^{х)^ и будемъ про- 
должать такимъ образомъ д'Ьйствовать до ,г6хъ поръ, пока не 
дойдемъ до остатка тожественно сравнимаго съ нулемъ. 

Пусть въ ряду полученныхъ остатковъ с^ г^(а;) изображаетъ 
посл'Ьдшй; степеньг^(ж) можетъ равняться нулю, тогда г^ (ж) = 1; 
для 0ТЛИЧ1Я обозначймъ г^х) буквою 2), и напишемъ рядъ то- 
жествъ 

т^п^)Я1'^с,г,{х) 



(1) 



> (той. р). 



Г{x) = ^^{x)^^-^-с^^^{x) 

I 

Умножая об'Ь части каждаго изъ нихъ соответственно на 
числа с'^, с 2,. . .с'^, 1, удовлетворяющхя условхямъ 



^1^1 



^2^2 



... 



С с 

п п 



1 (той. 2?), 
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получаемъ 



(2) 



с'а Р(х) = с\ г^(х) (За -н Г2{х) 



> (той. р). 



с„ »•„_,{«) = с'„ г„_, (ж) (?„ -ь I) 

^ 

Въ систем'Ь (1) съ помощью послЬдняго сравнетя изъ пред- 
шествующихъ можно исключить г^_^{х). Посл1Ь этого предпо- 
следнее сравнейе дастъ возможность исключить изъ предше- 
ствующихъ сравнешй Функщю г^^_^^{х). Продолжая такимъ обра- 
зомъ исключать посл'Ьдовательно г^_^{х)^ ^„..Д^), . . . , мы на- 
-конецъ дойдемъ до третьяго сравненхя, которое дастъ возмож- 
ность исключить изъ первыхъ двухъ остатокъ г^{х); тогда эти 
посл'Ьдшя сравнешя представятся въ такомъ вид'Ь : 



(3) 



\Р{Х) 



ив \ 



(той. _р) , 



гд'Ь Л и V изображаютъ ц-Ьлыя Функцш съ целыми косффи- 

щентами. 

Переходя теперь къ систем* (2) мы зам^чаемъ, что первое 

сравнеше позволяетъ исключить изъ остальныхъ остатокъ г^{х). 

Посл'Ь этого второе сравненхе дастъ возможность исключитцГ2(а;) 
^ изъ посл'Ьдующихъ сравнеи1Й. Продолжая такимъ образомъ по- 
следовательный исключен1я, дойдемъ накрнецъ до (п — 1)-го 
* сравнен1я, которое дастъ возможность исключить изъ двухъ 

последнихъ сравнешй остатокъ г^__^{х). Тогда предпоследнее 

сравненхе приметъ очевидно такой видъ: 



(4) 



Х^{х) -+- ГР{х) = В (той. р) , 



гдй X и Р изображаютъ Ц'1лв1я Функщи. 



■ч 
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Изъ (4) сл-Ьдуетъ прямо, что всякхй общхй делитель по мо- 
дулю р Функщй Дж) и Р{х) будетъ также д'Ьлителемъ В; изъ (3) 
вытекаетъ обратное предложенье: бсяк1Й Д'Ьлитель В есть об- 
пцй д'Ьлнтель Функцш Дж) и Р{х). Функщя В называется по- 
этому общимъ наибольшимъ д'блителёмъ по модулю р Функщй 
Ял?) и Р{х). 

Если 2)= 1, въ такомъ случа'Ь Функщй Дж) и Р{х)^ кром* 
очевидныхъ общихъ делителей 1, 2, 3,. . .р — 1, другихъ не 
им'Ьютъ; тогда говорить, что он* взаимно простыя по модулю |). 

Зная, какъ находить обпцй наибольшш д'Ьлитель двухъ Функ- 
цш, мы гЁмъ самымъ знаемъ, какъ найти общ1й наибольш1Й 
Д'Ьлитель какого угодно числа Функщй по данному модулю. 

Изъ всЬхъ функцш, Д'Ьлящихся по модулю р на об* Функцш 

ч 

^{х) и Р{х), та, степень которой самая нцзкая, называется наи- 
меньшимъ кратнымъ До?) и Р(х) по модулю р. Она опред'Ьляется 
по Формул* 

М ^-^Ш^^тоА. р). 

Относительно Функц1й взаимно простыхъ по модулю |? сохра- 
няютъ справедливость всЬ основный теоремы, относящхяся къ 
взаимно простымъ числамъ, именно: 

1*. Если ({х) и Р{х) суть взаимно простыя по модулю р, 
то существуютъ деть цгьлыя функцш X и У, удовлетворяющгя 
сравнетю 

Х({х) -I- УР{х) = 1 (той. р). 

2*. Если каждая изъ функщй /'^(ж), (^^х)^ . . . (^^x) есть про- 
стая съ Р{х) по модулю р, то произведете (^{х) (^^х) , . ./'^{х) 
представляешь функцгю простую съ Е{х) по модулю р, 

3*. Если функщя ({х) дгьлится по модулю р на каждую изъ 
функщй -Р\(л:), ^'аС^)) • • • -^т(^)5 ^ ^^^ послгьднгя суть простыя, 
каждая относительно каждой, то ((х) дгьлится по модулю р 
на произведете Р^{х) Р^{х) . . . РЛх), 
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73. Если Функц1я не им-Ьетъ по модулю р другихъ делителей 
кром-Ь самой себя и1,2, 3,...|? — 1,тоее называютъ непри- 
водимой по модулю р. 

Если Функщя Дж) неприводима, то при всякомъ числ* а, 
не д'Ьлящемся на р^ произведен1е а^{х) представить Функщю 
также неприводимую по модулю р. По отношешю къ неприводи- 
мости, какъ характеристической чертЬ, мы согласимся не счи- 
тать за различный так1я Функц1и, который отличаются между 
собою только постоянными множителями. 

ПросгЬйш1я неприводимыя Функщи суть первой степени, 
именно : 

а въ случа'Ь р=2: 

ОС ш со 1 • 

Неприводимый Функц1И, по отношешю къ другимъ Функ- 
Д1ямъ, разсматриваемымъ по модулю |?, играютъ такую же роль, 
какъ въ ариометик'Ь простыя числа. Мы не станемъ повторять 
зд'Ьсь изв'Ьстныхъ доказательствъ; ограничимся только перечис- 
ленхемъ основныхъ предложенш. 

1*. Если произведете (^{х) (^{х) . . • (^<x) дгьлится по мо- 
дулю р па неприводимую фупкцгю ^(х), то по крайней мгьрп» 
одииъ изъ мнооюителей Дж), /'^(ж), . . . {^(х) дгьлится по модулю р 
на ({х). 

2*. Всякая функцгя разлагается по модулю р на произве- 
дете неприводимыхъ множителей однимъ только образомъ. 

3*. Для того чтобы функцгя ((х) дгьлилась по модулю р 
на Р{х) необходимо и достаточно условге, чт^бы каждый изъ 
неприводимыхъ множителей ^ входящихъ въ составь Р{х)^ входилъ 
въ составь ({х) съ показателемъ не ниже чгьмъ въ Р(х), 

Нахожденхе общаго найбольшаго делителя равно какъ и 
наименьшаго кратнаго н'Ьсколькихъ Функщй, по модулю |>,съ 
помощью разложешя этихъ Функщй на неприводимые множи- 
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тели, совершается такимъ же образомъ, какъ для Ц'ёльщъ чи- 
селъ, которыхъ составъ изв'Ьстенъ. 

74. Разложенхе какой либо Функцхи на неприводимые мно- 
жители 

Дж) = Р^1 р;"2 . . .Р^г (той. р) 

можетъ быть всегда выполнено посредствомъ конечнаго числа 
д'Ьйств1Й. Это очевидно, ибо число различныхъ Функщй по мо- 
дулю ^р, степень которыхъ ниже п, конечно. Обозначая соотв'Ьт-' 
ственно чрезъ п, л^, Пд, . . . степени Функщй ({х)^ Р^^ Р^^. . . , 
им1^емъ 



Для опред'Ьленхя Р^, Р^, . . . , въ случа'Ь если одно изъ чи- 
селъ р или п довольно значительно, приходится испытывать 
огромное число Функц1Й. Были деланы попытки для устранешя, 
хотя бы отчасти, этого неудобства, но мы не станемъ вдаваться 
зд'Ьсь въ изыскашя этого рода. 

Неприводимые множители Р^ , Рз , . . . , входяпце въ составъ 
Функц1и Д^г), сл'Ьдуетъ различать на простые и кратные, смотря 
по показателямъ т^^ т^^ . . . Сообразно этому и вопросъ о раз- 
ложеши Функц1И на неприводимые множители можно разд'Ёлить 
на два: объ отыскиванш кратныхъ неприводимыхъ множителей 
и, второй, объ отыскиванш простыхъ неприводимыхъ множите- 
лей. Первый изъ нихъ приводится ко второму, такъ что раэло- 
жен1е данной Функщй на неприводимые мйожители окончательно 
всегда приводится къ разложенхю одной или н'Ьсколькихъ Функ- 
щй, не им'Ёющихъ вовсе кратныхъ неприводимыхъ множителей. 

Но прежде, ч-Ьмъ это доказать, пров'Ьримъ справедливость 
сл'Ьдующей леммы. 

Лемма. Какова бы ни была фуикцгя ((х)^ всегда имгьетъ 
м1ьсто тооюество 

Пх)^"" = Дж^'') (той. р). 



А 
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ДМствительно, допуетимъ сначала,, что Функцхя {{х) есть 
первой степени 

въ такомъ случа* находимъ 

Зам'Ьчал, что всЬ коеффищенты во второй части, за исклю- 
четемъ двухъ крайнихъ, делятся на р^ мы можемъ последнее 
равенство написать въ вид'Ё сравнен1я такъ: 

/*(ж)Р ^ а^ -л- а^ х^ (шой. р). 

Но по теорем'Ь Фермата им'Ьемъ, 

а^=%\ <^«1 (той.!?); 

сл']&довательно 

. ({х)^ ^ «о -н а^х^ (той. р) , 



или 

(1).. т^^Г{<^){то^.р). 

Допуетимъ теперь, что сравненхе (1) доказано для всякой 
Функцш ({х) п-ой степени, и примемъ во вниманхе какую угодно 
Функщю (п -н 1)-ой степени 

Обозначивъ чрезъ (^{х) Функщю 



(^{х) = а^ -I- а^х -ь . . . -I- а^ж^, 
им^Ьемъ 

откуда выводимъ 



# 
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Равенство это можнр написать въ вид* сравнешя 



А^)Р=Ф(^3 



^-^<^1^^^~'*''Чтод.2?), 



Но по предположен1ю им'Ьемъ 



9(0?)^ ^ Ф(л;^) (щой. р), 



а по теорем* Фермата 



а 



р 



я-ы 



а^_^, {той. р)\ 



следовательно 



ах)Р = 9(^) -ь а ^, ^^<"-*-^) (той. р) , 



или, одно и то же, 



{{х)Р ^ /'(х^) {той. р). 



Итакъ, сравнеше (1), будучи справедливымъ для Функцш 
м-ой степени, оказывается справедливымъ и для Функцш (п-+-1)-ой 
степени. А такъ какъ оно уже доказано нами для п= 1, то 
следовательно оно имеетъ м^сто при всякомъч п. 

Возвышая теперь об* части (1) въ степень р^ получаемъ 



-О * 



внося въ об-б части того же сравнешя (1) аР на м-Ьсто ж, полу- 
чаемъ 

^'{x^Р = Г{хР) (той. р). 



(V 



Сличая посл^^днее сравненхе съ предыдущииъ, заключаемъ 



Пх)Р^ ^ /'{х^ (той. р). 



Возвышая об-Ё части (2) въ степень р , получаемъ 



Г{х)»' = {{х^У (той. р); 



но изъ (1) выводимъ 



Г(х»У^Г(^)(той.р), 
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следовательно 

(3) Г{х)^'^а<^Р'){той,р). 

Продолжая д']&йствовать подобнымъ образомъ дал'Ье, мы при- 
ходимъ къ общей Формул* 

Пх)^'' = Пх^"") {той. р). 

Что и следовало доказать. 

75. Возвращаясь къ разложешю Функцш на неприводимые 
множители, мы обратимъ вниманхе на составъ общаго наиболь- 
шаго д'Ьлителя В Функщи 



(1) Аж) = р;''\р/'^ . . . р;*' М<1- Р) 

и ея производной 

-ьт^Р^Рз- . .Р/] (той. 2?). 

Если т^ не дЬлится на р , то Р^ войдетъ въ составъ 2) съ 
показателемъ т, — 1 , ибо тогда Функщя въ скобкахъ во второй 
части не д'Ьлится на Р^; напротивъ, если т^ д-Ьлится на |>, то Р^ 
войдетъ въ составъ В съ показателемъ пг^ Сказанное приме- 
няется ко всЬмъ прочимъ множителямъ Р^-^ Рз? • • • 

Если т^ = ^2 = . . . = т^ = 1 , то Функцш У{х) и {"{х) 
относительно простыя; тогда 2)=; 1. 

Положимъ, вообще, что въ ряду показателей т^, т^,. . .т^ 
число такихъ, которые д-Ьлятся на|), равно г. Обозначивъ ихъ 
чрезъ т^ , ^2 , . . . т^ , им'Ьемъ 

т^ = п^р, т.2 = щр,. . .т^ = п.р, 

(2) 7) ^ г7^^ р;''|-ы-1 р^'Ч-^-Ь ртг (той.!?), 

^ ' 1-Ы 1-1-2 Г ^ 

при чемъ 

II = Р^^1 Р2^2 . . . Р.**» (той. р). 
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Если согласимся обозначать соотв'Ьтственно чрезъ Х^, 
Хд , . . . Х^ произведен1е гЬхъ Функщй въ ряд)' 

Р Р Р 

которыя въ составъ Дж) входятъ съ показателемъ 1, 2,. . .й, 
то сравнен1я (1) и (2) можно написать такъ: 

(3) Лж) = и^ X, X/ X/ .. . . X/ (тоА.р), • 

(4). 1) = 1РХ^ Х^\ . .Х/~' (той.;?). 

Въ случа'Ь, еслибы ни одинъ изъ показателей т^^ т^^. . .т^ 
не д'Ьлился на р , сл'Ьдовало бы положить [7=1; въ случа'Ь от- 
сутств1я простыхъ неприводимыхъ множителей мы им'Ьли бы 
Х^= 1 и т. д. X , X , . . . всегда изображаютъ 1. 

Называя чрезъ В^ общш наибольшш делитель по модулю р, 
составленный для Функцш I) и ея производной В\ им^емъ по 
Формул'Ь (4) 

(5) . Д = г7^ХзХ/. . . Х/"' (той. 29). 

По той же Формул'Ь общ1Й на-ибольшш д'Ьлитель Функщй В^ 
и 1>/ выражается такъ : 

(6). . . . В.^ПР X,. . . Х/~^ (шоА.р). 

Такъ поступая дал-Ье, дойдемъ наконецъ до Функцш 
(Т) В,^^=иР{тоА.р), 

производная которой по модулю р сравнима съ нулемъ. 

Опред'Ьливъ Функц1И В^ В^, , . . ^^^^ по способу Эвклида, 
мы им'Ьемъ кч-1 сравненш (3), (4), . . . (7), содержащихъ й -н 1 
неизв-Ьстныхъ ?7, Х^, Хд,. . .Х^. 

На основанш вышедоказанной леммы, изъ (7) заключаемъ, 
что въ выраженщ Функцш В^_^ показатели у различныхъ сте- 
пеней X д'Ьлятся на р. Полагая сл'Ьдовательно 

В^^_^ = а^ -4- а^оо^ -I- а^х^^ -ь . . . , 
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изъ (7) выводимъ 



и 



а^-^ а^х -^ а^х^ -^ . . . (той.^?). 



Найдя такимъ образомъ V, мы разд'Ьляемъ каждую изъ 

Функщй Дж), В^В^^. . .1?^ь__2 ^^ ^^' ^•''^» ^^^^ ^ ™ ^^» "^ 
Функщю 



а. 



а,а;^-4-а2а;'Р 



• • • 



Обозначая частныя, получаемый при этомъ, чрезъ Е^Е^^, 
^к—\^ им'Ьемъ 



х^ = ^^■^ ^2 ■ • * -^ь 



^г 



Е. 



2 



Ад Ад . . . А^^ 
Хд . . .Х^^ 



Л— 1 
Л— 2 



^ (той. р). 



Е^ 



к—^ 



Разд'Ьляя, по модулю р^ Функщю Е яд^Е^^ загбмъ Е^ на Е^^ 
посл'Ь этого Е^ на Е^ и т. д., и называя получаемый при этомъ 
частныя чр§зъ (г^ , О^^. . .0^^ им'Ьемъ 



Сг == А, Ад . • . Аг 



^1 



х^. . . х^ 



► (той. р). 



О 
О 



к — 2 



^Л-1 -^Л 



А— I 



А ; 



Наконецъ, разд'Ьлимъ Функщю (? на б^^, загЬмъ (т^ на 6^2? 
О^ на (гд и т. д.; получимъ рядъ частныхъ Н^ Н^,. . -Щ^^^ 
который будутъ равняться искомымъ Функщямъ Х^, Хд, . . . Х^^. 

п. 14 
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у (той. р). 



Н. 



А— 2 



X 



А— I 



н. 



А— I 



X 



Разложен1е Функщи /'{х) на неприводимые множители, све- 
дено такимъ образомъ па разложен1е Функцш Х^, Хд, . . .Х^, ?7, 
изъ коихъ только последняя можетъ содержать въ своемъ со- 
став* равные неприводимые множители. Относительно этой 
Функц1и мы можемъ поступать точно также, какъ поступали съ 
Функщей ^{х)^ и очевидно, что окончательно вопросъ приведется 
къ разложетю такихъ только Функц1Й, который не допускаютъ 
кратныхъ множителей. 

Примгьръ 1. Полагая |? = 5, возьмемъ во внимаше Функщю 



X 



10 



х^ — а? — а^ 



т 



2ж*-+^2ж^-4-2ж — 2 (той. 5). 



Производная ея выражается по Формул'Ь 



г 



ж8-*-2ж' 



Х-- 



2з?-\-<х?-\-2 (той. 5). 



Общш наибольш1й д'Ёлитель /* и /^ равенъ 

В^х' — ж* — ж* — 2а;^ -ь 2ж -н 2 (той. 5) 

Производная Функцш В опред-Ёляется Формулой 
31)' = ж« н- 2ж5 н- Зж -н 1 (той. 5). . 

Общш наибольш1й делитель В и В' равенъ 



^)^ = 31)' = ж« н- 2ж5 -н Зж -*- 1 (той. 5). 
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Дал^&е получаемъ 



Д'=ж« — 2 (той. 5), 

^з = 2)/= ал_ 2 (тоа. 5), 

2)/ = О (той. 5). 

Отсюда заключаемъ, что разложение Функцш ( на неприво- 
дш1ые множители по модулю 5 можно представить такъ: 

при чемъ им^&емъ 

' Л^х — 2 (той. 5). 

Для получётя другихъ множителей имйемъ сравненхя 

В, = и^ Хз (той. 5). 
Изъ нихъ д^ен1емъ выводимъ 

Х^Х^Хз^^ = (г?-*-2я^-*-2х — 1 (той. 5), 



Хз Хд ^ ^ ^ а? -н 2 (той. 5), 
Хз ^ ^ ^ ж -н 2 (той. 5). 

Отсюда, опять д'Ёлешемъ, выводимъ 

Х, = х^ч-2\ 

Хз = 1 [ (той. 5). 

Хз = а;-1-2 ) 

Сл-Ьдовательно им'бемъ 

/"= (х — 2)5 (а^ -I- 2) (ж-*- 2)'' (той. 5). 

14' 
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Примп/ръ 3. Полагая 



/■ = Я!» н- 4а?8 -+- бж^ — ж« -н гаг' — бж* — 2ж« — 6ж 



X 



накодимъ 



(той. 11), 



1) = ж* -+- 5ж* — 2л;2 — 4а; -ь 2 



^1 



X' 



X 



2а;-*-1 



В 



3 



(той. 11). 



Разложенхе Функщи /* по модулю 1 1 представляется такъ: 

/ = -^1 -Л.2 ^8 -^4 • 



Посл'Ьдовательнымъ д'Ьлешемъ находимъ 



/ 



Х^Х^Х^Х^^^ = а^ — я^-^2х^ч-2х^-^х-^3 (той. 11), 



^2 -^3 ^4 = 57 
^3 ^4 — 5^ 



Ж 



2 



3:г-4-2 (той. 11), 



х-^-1 (той. 11), 



В^^х-^! (той. 11). 



Отсюда получаемъ 





X,: 


— а?^ — Ах^ -^х — 4 








1 


(тпой. 11); 




X,. 


— ж -ь 1 




следовательно 




^ 


Г-(^- 


-4й?^-+- 


а; — 4) (ж -ь 2)2 (а; -ь 


1)*(той. 11). 



г 



$ 111. Новое доЕЕазатедьетво теореиы Лагранжа. Понвжен1с 
степени еравнен1я. 

76. Если ФУНКЦ1Я ({з^ неприводяма ао модулю р и степень 
ея выше единицы, то сравнен1е 

(1) /•{а;) = 0(шой.р) 

невозможно. Ибо допустивъ, что какое нибудь число о удовлетво- 
ряетъ ему, мы будемъ им'&ть равенство 

({х) = {х — а)ф)-^({а), 

которое, на основанш того, что ({а)^а (тоА.р), приводить 
къ тожественному сравнен1ю 

((х) ^(х — а) <^{х) (той. р), 

показывающему, что, по модулю р, Функц1я Дж) д'Ьлится на 
X — а. Но это невозможно по предположен1Ю. 
Полагая, папротивъ, 

/■(ж) = Р,"'> Рд"'' . . . ?/"•■ (той.^)), 

гд'6 Р,, Рд, . . ■ изображаютъ различные неприводимые д^Ьли- 
тели Функщи /■(ж), мы зам'Ьчаемъ, что р-Ьшен1е сравнетя (1) 
приводится къ р-Ьшенхго отд-Ьльно каждаго изъ сл^Ьдующихъ 
сравненш : 

Р,^0 (той.р), 

Р^^О(той.р), 



Р^=0 (той.р). 

Изъ нихъ только т§ будутъ возможными, степень которьиъ 
равна 1; следовательно число корней сравнен1я (1) равно числу 
различныхъ динейныхг дйинтелен функции /*(ж) по модулю ^р, 



чг 



214 



. Если {(х) не делится по модулю р ни на одну изъ Функщй 



ж, X — 1, X — 2, . . . гг-г-|)-+- 1, то сравнеше (1) невозможно. 

77. Теорема. Число ртьшенгй сравненгя 

({х) ^ О (той. р) 

равно числу единиг^^ заключающиоося въ с^пепени общаю паи- 
больишго дгьлгипеля В функцгй ({х) и х^ — о?, составленнаго по 
модулю р. Ваь эти ргьшенгя найдутся изъ сравненгя 

2) = О (той. р). 

На самомъ Д'Ьл'Ь, по теорем* Фермата, изв'Ьстно, что 

сравнешю 

х^ — х^ О (той. р) 



удовлетворяютъ числа 

гс = 0, 1, 2,. . .р — 1; 

поэтому Функц1я х^ — X Делится по модулю р на каждую изъ [| 

функцш 

х^х — 1, л; — 2,. . .ж — р-\-'\^ 



который просты между собою, 
делится на произведете х{х- 
им']&емъ такое сравнен1е: 



Отсюда сл^дуетъ, что х^ — х 
- 1) . . . {х — р -ь 1), то есть, 



(1) х^ 



X 



х{х — \){х — 2). . .{х — |}н-1) (той.^р). 



Оно было выведено нами раньше (п^ 68) съ помощью дх)}- 
гихъ соображенш; теперь оно послужить для доказательства 
занимающей насъ теоремы. Положивъ, что въ составъ Функщи 

(2) Г{<х^)^Р;''^Р^^.. .Р;^г (той.^)) 



входитъ г неприводимыхъ д'Ьлителей первой степени, различныхъ 
между собой, мы обозначимъ ихъ чрезъ Р^, Ра, . . . Р^.; тогда 
изъ (1) и (2) выводимъ 

В = Р,Р^. . .Р^{тоА.р), 
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и очевидно, что сравненхе 

2) = О (той. р) 



им'Ьетъ ровно г р'Ьшешй, то есть столько, сколько единицъ за- 
ключается въ его степени. ВсЬ эти р'Ьшен1я удовлетворяютъ 

сравнен1ю 

({х)^0 (то(^.^р), 

которое не им'Ьетъ другихъ рЬшенш, кромЬ этихъ. 
Такимъ образомъ наша теорема доказана. 

Сл'Ьдствхе 1. Число рьшенгй сравненгя не превышаетъ его 
степени. 

Ибо степень Функщи 1), какъ д'Ьлителя {(х) , не можетъ пре- 
вышать степени Дж). 

Такъ мы получили вновь теорему Лагранжа. 

Сл'Ьдств1е 2. Сравненге({х) ^ О {то^.р) только тогда не 
им1ъеть ргьшетя^ когда функцш ({х) и х^ — х суть относи- 
тельно прости я по модулю р. 

Сл'Ьдствхе 3. Если степень /"(ж) равна или болыие р^ то 
сравненге ({х) ^ О (той. р) можетъ быть замтьнено сравненгемъ 

9(ж) = (той.^р), 

гд1ь (^{х) есть остатокъ Ьтъ дгьленгя, по модулю ^р, функцш ({х) 
на X "^~" X* 

Ибо тожественное сравненхе 

({х) ^ {х^ — х) Р{х) -I- 9(ж) (той. р) 

показываетъ прямо, что, по модулю ;?, общш наибольшш Д'Ьли- 
тель Функцгй ^(х) и х^ — х есть тотъ же самый что и общш 
наибольшш д'Ьлитель Функщй (р{х) и х^ — х, другими словами, 
сравнешя 

{{х) ^ О (той. р) и ф(ж) ^ О (той. р) 
им'Ьютъ одинак1я р'Ьшенхя. 
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Сл'Ьдствхе 4. Число ртиент сравненгя ((х) ^ О (тос[. р) 
тогда только равно его степени^ когда фуикцгя х^ — а?, по 
модулю р^ дллится безъ остатка на ({х). 

Ибо тогда только степень общаго наибольшаго делителя 
Функц1Й х^ — X т ({х) равна степени ({х). 

Прцмгьръ. Возьмемъ сравнение 



X 



17 



1х — \ =0 (той. 13). 



Остатокъ отъ д'Ьлешя первой его части на х^^ — х есть 
(К? — 7х — 1. Следовательно оно можетъ быть заменено такимъ: 

0(^—1х—\ =0 (той. 13). 

Общш наибольшШ делитель Функцш о(? — 1х — 1 и х^^ — х 
естьд?"-нЗл? — 5; поэтому окончательно наше сравнеше при- 
водится къ такому: 

ж2 -н Зж— 5 = О (той. 1 3). 

Оно должно им-Ьть два р'Ёшенхя, и на самомъ д^л^б находимъ, 
что числа ж = 3 и х = 7 удовлетворяютъ ему; они удовлетво- 
ряютъ также и начальному сравнетю. 



$ IV. О двучлениыхъ сравнен1яхъ. 

78. Разсматривая двучленное сравнеше 

х^ — ^ ^ О (той. 2?), 

мы будемъ предполагать, что ^ не делится на р. Въ противномъ 
случа'Ь сравнен1е им^емь одно только очевидное р']&шеше я; = О, 
и не представляетъ тогда никакого интереса. 

Принимая это къ св^Бд'&н^^о, мы докажемъ сл^Бдующую 
теорему. 
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Теорема. Чтобы сравиеиге 

ж" ^ 2 (той. р) 
имгьло ргьшете, для этого необосодимо и достаточно условге 

2 л ^ I (той.^), 

гдть Л есть общгй наибольшгй дтьлитель чиселъ п и р — 1 . 

Если оно удовлетворено, то сравнете имгьетъ ровно й р^ь- 
шенщ и можетъ быть замтьиено сравненгемъ 

х^ ^2^ (той.р), 

гдть и изображаетъ число, удовлетворяющее условгю 



■I « ^ 1 (тоа. ^). 



Доказательство этой теоремы состоитъ въ простомъ прим'Ь- 
неши того, что было изложено въ предыдущемъ параграф*. 

Прежде всего мы зам-Ьчаемъ, что общш наибольш1Й дели- 
тель В Функщй ж" — д и х^ — ж очевидно тотъ же самый что 
и Функцш х^ — д и х^"^ — 1. Но, обозначая чрезъ с? общш 
наибольшш делитель чиселъ п и ^ -^ 1 , мы можемъ написать 

гд-Ь /",(«) и ^^(х) суть ц-блын функщй съ целыми коеФФИщен- 
тами. Отсюда, вычитая одно равенство изъ другаго, получаемъ 

Результатъ этотъ показываетъ, что если условхе 

(1) 2 ^ ^1 (той. р) 

не будетъ удовлетворено, то 2) =^ 1 . 
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Остается разсмотр'Ьть случай, когд% условхе (1) удовлетво- 
рено. Тогда, опред'бливъ два положительны хъ числа миг;, удо- 
влетворяющихъ услов1Ю 

(2). .' пи — {р — 1)V = с^, 

мы примемъ во вниман1е равенство 

ж-" — З" = (ж"-г)<р^(а;), 

гд-Ь 9^(а?) есть ц'Ьлая Функц1я съ ц'Ьлыми коеФФицхентами. Оно, 
на основати (2), можетъ быть написано такъ: 

или такъ еще: 

(3) x^ — ^'' = {x''—^)(р,{x)—x'^{x^^-'^'' — ^). 

Обозначая частное отъ д-Ьленхя Функщи х^(х^^''^^^ — 1) на 
ж^~^ — 1 чрезъ ФаС^), им'Ьемъ 

Внося это выражеше во вторую часть (3), получаемъ 

(4). . . . X^ — ^'^ = (x'^ — ^)<р,^X) — {x'^-'-1)<?,{x). 

Отсюда заключаемъ, что В есть делитель х — ^ . Но не 
трудно уб'Ьдиться, что В = х^ — ^. Для этого стоить только 
показать, что Функщя х^ — д**, по модулю ^, делить каждую изъ 
функцш х^ — 2 и х^^^^ — 1. 

Действительно, изъ (1) и (2) вытекаетъ 



(тос1.|}). 




на основаши чего мы заключаемъ о справедливости двухъ тоже- 
ственныхъ сравненш: 
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хР~' — 1 = (ж")^ — (2"Г^ 



(той. р). 



Отсюда же видно ясно, что каждая изъ Функщй 

ж" — д и а^~'—1 

д-блится по модулю р а& X — д". 

Итакъ, смотря по тому будетъ ли услов1е (1) удовлетворено 
или н'Ьтъ, мы будемъ им^ть В = х^ — ^^ иди 2) = 1 . Этотъ 
результатъ доказываетъ справедливость предложенной нами 
теоремы. 

Смотря по тому возможно ли сравнен1е л?" ^ ? (той. р)^ или 
невозможно, число д получаетъ назван1е вычета или невычета 
П'ОЙ степени. 

Сл'Ьдствхе 1. Число вычешоеъ п-ой степени по модулю р 

равно, ^^—т- ; они суть корни сравненгя 

р-\ 
ж <« ^ 1 (той. I?). 

Сл'Ьдств!^ 2. Если п число простое съ р — 1, то сравнеше 
x^^^ (той. р) им'Ьетъ одно только р'Ьшенхе, именно, х^^ 
(той. р). 

Сл'Ьдствхе 3. Если п д'Ьлитъ;? — 1, то сравнеше ж'' ^ 2 
(той. р) им'Ьетъ п р'Ьшенхй или ни одного, смотря по тому бу- 

дехъ ли удовлетворено условхе ^ « ^ 1 (той. р), или н'Ьтъ. 

Сл'Ьдствхе 4. Сравнеше с^^\ (той. р) им'Ьетъ всегда 
ровно А р-Ьшенш. 

Сл'Ьдствхе 5. Сравнеше ж"-1- 1 ^ О (той. ^р) им'Ьетъ й р'Ь- 
шен1Й или ни одного, смотря по тому будетъ ли частное ^^^ 
числомъ четнымъ, или нечетнымъ. 

Примгьръ 1. Сравнен1е 

а;^^ = 9 (той. 23) 
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представляетъ намъ случай, когда Л = 2, Такъ какъ услов1е 

9^^ = 1 (той. 23) 
удовлетворено, то оно им'Ьетъ два р'Ьшешя. Дал-Ье, изъ сравнешя 



находимъ 



5м ^ 1 (той. 11) 
г«=9, 9** =2 (той. 23); 



сл'Ьдовательно наше сравненхе приводится къ такому 



х^ = 2 (той. 23). 



Отсюда находимъ 



х= 5, 18. 



Примгьръ 3. Сравнен1е 



ж^ = 4 (той. 19) 



им*етъ одно только р'6шен1е. Чтобы найти его, р'Ьшаемъ сравне- 
те первой степени 

5и^1 (той. 18); 
находимъ 

отсюда ч 

о; = 4" = 16 (той. 19). 



ГЛАВА УШ. 

Теор1Я первообразвыхъ корней, — Свойства пндексовъ. 

$ I. О показателяхъ, принад^ежащ^xъ чнсламъ поданному 
модулю. 

79. Въ виду того, что теоремы, которыя мы наи-Ьрены 
здЬсь доказывать, одинаково справедливы, какъ при простомъ 
-модуй, такъ и ори сложномъ, мы будемъ подразум-Ьвать мод\'ль 
какииъ угодно. 

Пусть о изображаетъ число оростое съ модулемъ к. Обозна- 
чввъ наименьшее положительные вычеты степеней 

^^) а,а^,а^,.. .«", . . . 

соотв^Ьтствеино чрезъ 

(2) . . . г^, г^, г^,. . .г^,. . ., 

мы зам-бчаемь, что въ ряду (2) н^тт. нуля; ибо предположенхе 
г^^О приводить къ сравнен1ю й" ^ О (той. к), невозможному 
при а простомъ съ к. 

Такъ какъ каждое изъ чиселъ (2) больше нуля и меньше к, 
то въ числ'Ь к чнселъ, взятыхъ на удачу изъ (2), всегда найдутся 
по меньшей М'&р'Ё два равныхъ. Положимъ, что г, = г^, при 
чемь 3 ^к, г^к,з'> *■ Тогда будемъ вм-Ьть 

а^ ^а' (той. к), 
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откуда получаемъ 

а-'""* ^ 1 (той. к). 

Это показываетъ, что между первыми к — 1 числами въ 
ряду (1) всегда найдется по крайней м'Ьр* одно, которое будетъ 
сравнимо съ 1. 

Доказавъ существованхе одного такого числа, мы непосред- 
ственно заключаемъ о существован1и безчисленнаго ихъ множе- 
ства; ибо, возвышая об'Ь части предыдущаго сравнешя въ какую 
нйбудь т-ую степень, получаемъ 

Между всЬми подобными числами въ ( 1 ) особеннаго вниман1я 
заслуживаетъ то, которое стоитъ ближе всего къ началу, или. 
другими словами, въ выражен1и котораго показатель п наимень- 
шш. Этотъ-то показатель мы будемъ называть принадлежащимъ 
чтлу а; можно говорить иначе, что а принадлеокмтъ къ показа- 
телю п. . 

Ясно, что сравнимымъ числамъ принадлежатъ равные пока- 
затели ; но и несравнимымъ числамъ могутъ принадлежать одина- 
К1е показатели. Такъ, наприм'Ьръ, для А; = 1 им1Ьемъ сл1Ьдую- 
щую таблицу показателей : 

а = 1, 3, 7, 9 

п=1,4, 4, 2; 

отсюда видно, что числа 3 и 7 принадлежатъ къ одному и тому же 
показателю 4. 

80. Теорема 1. Чшобъ имгьло мгьсто сравненге 

а^^а"^' (той. Л), 

необходимо и достаточно условге 

т^т (той. п) , 

гдгь п есть показатель, принадлежащгй числу а. 
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^а. 



Докажемъ прежде всего справедливость теоремы въ част- ^ 

номъ случз'Ь, когда т' ^ 0. ^"^ 

Обозначивъ частное отъ д-6лен1я то на п чрезъ д, а остагокъ 
чрезъ г, пи4емъ т ^ ид -ы. Сравнеше 



'3 

ы 
= 1 (той. Ь) "I 



монаю написать такъ: 

«"'а'^ 1 (той./;), 
или 

а'^ 1 (шоЙ. к). 

Такъ какъ г < н, то взъ посл^дняго сравнения зак.чючаемъ, 
что г равно нулю. СлтЬдовательно т = ид, или т ^ О (той. и). 
Обратно, если т = щ, тогда иы'Ёемъ 

«'" = «"''^1 (той. А;), 
ИДИ 

я" ^ а" (шой. к). 

Итакъ, въ случа1; иг' ^ О справедливость теоремы доказана. 
Переходя теперь къ общему случаю, мы представимъ 
сравнен1е 

(1) й" ^ а*" (той. к) 

такъ: 

^т— т ^ ^ (той. к), 

при чеиъ, само собой разумеется, предполагаемъ т ^ т. Но на 
основанш вышедока.9аннаго заключаемъ, что последнее сравиен1е 
равносильно сравнешю т — т'^0 (шоЙ. и). Следовательно 
сраБпе1пе (1) также равносильно сравнешю 

т^ш (той. и), 

что н с-уЬдовало доказать. 
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Сл'Ьдствхе 1. Если а по модулю к принадлежишь къ пока- 
зателю п, то всгь числа вг ряду 

1, а, а^, . . .а**""' 

несравнимы между собой по тому же модулю к. 

Ибо числа О, 1, 2, ... п — 1 несравнимы между собой по 
модулю п. 

Сл'Ьдствхе 2. Если согласимся раэсмашривать числа 
сраенимыя по модулю к, какъ будто равныя, то можно сказать^ 
что числа въ ряду 

повторяются перюдически, что перходъ состоитъ ровно изъ п 
различныхъ членовъ и начинается съ перваго члена. 

Сл'Ьдствхе 3. Если число а удовлетворяешь одновременно 
двумь сравненгямг 



а 



т 



1, а 



т 



1 (той. к), 



то оно удовлетворяешь и третьему сравненгю: 



у 



а^^ 1 (той. А;), 

гдгь Л изображаешь общгй наибольгигй дгьлитель чисель ш и т , 
Ибо п должно делить оба числа тжт\ поэтому оно должно 
д'Ьлить и А, 

Теорема 2. Каково бы ни было число а, показат^ль^ принад- 
лежащгй ему по модулю к^ есть всегда дгьлитель числа (р{к). 
Такъ какъ наименьшхе положительные вычеты чиселъ 



(2) 



1, а, а , . . .а 



П—1 



суть различные, простые съ Л и < А;, то очевидно им^емь п < (р{к). 

Если п = ф(Л;), справед.1ивость теоремы очевидна. 

Допустимъ, что п < ф(Л;). Тогда между числами простыми 
съ й; и <^к найдется такое, которое не будетъ сравнимо ни съ 



[ 
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однимъ изъ чиселъ (2). Обозначивъ его чрезъ 6, мы зам'Ьчаемъ, 
что всЬ числа, содержащ1ЯСЯ въ двухъ рядахъ 



(3) 



«, ...а**-' 



I 1, а, а 

\ Ь, аЪ, аЧ^. . .аР'^^Ъ 



несравнимы между собой по модулю к. 

На самомъ Д'Ьл'Ь, такъ какъ числа въ первой строкЬ (3) не- 
сравнимы между собой, то отсюда прямо заключаемъ, что и числа 
во второй строк'Ь (3) несравнимы между собой. Остается пока- 
зать, что два числа изъ разныхъ строкъ (3) несравнимы. Допу- 
стимъ сравненхе вида 



(4) 



щ « 

а*6 ^а^ (той. к). 



Отсюда, умножая об'Ь части на а , выводимъ 



а 



пч-^ — » 



(той. к). 



Это показываетъ, что Ъ сравнимо съ однимъ изъ чиселъ 1 , 
а, . . . а"~\ другими словами, что Ъ равно наименьшему положи- 
тельному вычету одного изъ чиселъ 1, а, а^, . . . а**""', что про- 
тивор'Ьчитъ предположен1ю; сл'Ьдовательно сравненхе (4) невоз- 
можно. 

Итакъ, наименьш1е положительные вычеты чиселъ (3) не 
только простые съ Л;, что очевидно, но также всЬ различные. 
Отсюда сл^Ьдуетъ одно изъ двухъ: или (р(й;) = 2п^ или (р(Л) > 2п. 

Въ первомъ случа'Ь справедливость теоремы очевидна, во 
второмъ — найдется н'Ькоторое число с, простое съ Л;, меньше к 
и не сравнимое по модулю к ни съ однимъ изъ чиселъ (3). • 

Возьмемъ во вниманхе систему чиселъ 



(5) 



I 
I 



1, а, а^, . . .а** *, 



с, ас, а^с, . . .а"""^с. 






'^' 



■''■■«'* 






■ -. * •> 



П. 



15 
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ВсЬ они несравнимы между собой по модулю к. Ибо допу- 

стивъ, наприм'Ьръ, 

а*с^ а^Ъ (той. Л), 
выводимъ 

с = а**~*-^^'б(тоа.«;); 

отсюда, называя чрезъ г наименьшхй положительный вычетъ 
числа п — гн-^ по модулю п, получаемъ 

с^ а^Ъ (той. А;), 

1 

что противор'Ьчитъ предположен1ю. 

Но изъ того, что всЬ числа (5) несравнимы между собой 
сл'Ьдуетъ заключен1е, что 

9 (Л) ^ Зп. 

Въ случае, если <р(й;) окажется > ЪПу мы будемъ разсуждать 
дал'Ье подобно предыдущему, пока не дойдемъ до уравнешя вида 

гд'Ь т ц'Ьлое число. Такъ справедливость теоремы становится 
очевидной. 

Сл'Ьдствхе. Если число а простое съ ТсуШО 



а 



Ф(*) 



1 (той. к) , 



каково бы ни было а. 

ДМствительно, изображая чрезъ п показатель, принадлежа- 
щш числу а по модулю й;, мы им'Ьемъ уравненхе <р(А;) = пт, на 
основан1и котораго заключаемъ 



а 



9(Л) 



(аТ=1 (той. Л). 



Такъ получается новое доказательство^ теоремы Эйлера или 
Фермата. 

81. Зная показатель, принадлежащ1й числу а по данному мо- 
дулю й, легко опред'Ьлить показатель, принадлежащш какой 




) 
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уг'одно степеия а*" по тому же модулю к. Это показываетъ сл-Ь- 
дующан теорема. 

Теорема 1 . Если а принадлежнтъ кг показателю п по мо- 
дулю к, то степень а™, по тому оке модулю, принадлежишь къ 
показателю ~, при чемъ А изображаешь обшШ наибольшш дгь- 
литель чиселъ тип. 

Д'Ьйствитедьно, обозначивъ чрезъ х показате1ь, принадлежа- 
ш,1Й числу й", мы заи^Ьчаемъ, что ж должно удовлетворять 
сравнен1Ю 
(1) . . . . . «""^=1 (той. Л), 



откуда выводимъ 



= О (той. и) 
.о(то<1.-1\ 



■т 



Р'Ьшем!!! этого сравнен1я получаются изъ Формулы 
(2) С. 

если будемъ полагать последовательно / = 0, ± 1, ±2,. . .; 
между нвми сл[;луеп.- искать х. Самое малое по возможности 
между всЬми положительными числами (2) будетъ искомымъ. 
Это число есть ■^; оно очевидно удовлетворяетъ услов1ю(1), ибо 



= (а")- =1 (той. й); 



сл'Ьдовательно 



" л- 



Что и сл'Ьдовало доказать. 

Сл'Ьдств1е 1. Если т простое сг п, то а'" принадлежишь 
также къ показателю п, какъ и число'а. 

Сл4дств1е 2. Число чиселъ, принадлежащихъ по модулю к 
кь показателю и, не можешь бышь одновременно меньше 9(«) « 
больше нуля. 
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Действительно, если существуетъ хоть одно число а, при- 
надлежащее къ показателю п но модулю к\ то тогда всЬ числа 

въ ряду 

а, а^, а^, . . .а**, 

коихъ показатели суть простые съ п, принадлежать также къ 
показателю п по тому же модулю к. Сл Ьдовательно число такихъ 
чиселъ не меньше <р(п). 

Сл'Ьдствхе 3. Если а принадлежишь кг показателю м, то 
можно найти число^ которое будетъ принадлежать къ любому 
дтлителю й числа п. 

п 

Это число есть а**". 

Теорема 2. Если а и а' принадлежишь къ показателямь 
п и п\ простынь между собою^ то прошведёте аа принадле- 
жишь къ показателю пп. 

Д'Ьйствительно, обозначивъ чрезъ х показатель, принадлежа- 
Щ1Й произведен1ю аа\ им^емг 

(3) а''а''=1 (тоа.й). 

Отсюда, возвышая об* части разъ въ степень п, другой 
разъ въ п\ получаемъ 

пх ,пх , \ 

а а ^11 

, , ) (той. к), 

пх ,п'х ^ I ^ ^ 

а а ^ 1 I 

Зам'Ьчая, что а"^ 1, а' ^1 (той. Л), посл^дихл сравненхя 
можно написать проще такъ : " 



,пх 

а 



1| 

^ (той. к) , 



откуда вытекаетъ 



пх { 

а ^ 1 I 



пх^О (той. п') 
пх ^ о (той. п). 
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Сокращая эти сравнен1я соотв'Ьтственно на м и на п', полу- 

чаемъ 

х^О (той. ^'), 

х^О (той. п). 

Это приводить къ заключен1Ю, что х делится на произведе- 

Н1е пп\ 

Полагая 

X = пп1 , 

намъ остается опред'Ьлить неизв^Ьстное / ; оно опред-Ьлится изъ 
услов1Я (3), которое теперь принимаетъ видъ 

(4) * . а а ^1 (той. Л), 

при чемъ число I должно быть по возможности самымъ малымъ. 
Но сравнен1ю (4) удовлетворяетъ очевидно всякое значе- 

Н1е ^, ибо 

ппЧ .. пп'г , 

а ={(^ ) ^1 (той. А), 

а = (а ) ^ 1 (той. Л); 



сл'Ьдовательно < = 1, всл'Ьдствхе чего д; = пп .. Что и сл'Ьдовало 
доказать. 

Сл'Ьдствхе. Если игьсколшо чиселъ а, а', а\ . . . принадле- 
оюитъ т показателямъ п^ п\ п\ . . . , простымъ между собою^ то 
прошведете ааа\ . . принадлежишь къ показателю ппп\ . . 

Посл'Ьднюю теорему можно обобщить сл'Ьдуюш.имъобразомъ. 

Теорема 3. Если а и а принадлеоюатъ къ показателямъ п 
и п\ то моонто найти число^ которое будешь принадлежать къ 
показателю^ равному наименьшему кратному п и п. 

На самомъ Д'Ьл'Ь, разложивъ наименьшее кратное М чиселъ 
п и л' на произведен1е простыхъ множителей 

м=р^^^р^^^. . .рУ^ 
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мы согласимся распределять сгепеит р^^^ ^ р^^ ^ . . . р/** на два 
рода, смотря по тому, который изъ нихъ-д'Ьлятъ п и который 
не д-Ьлятъ п; впрочемъ, тЬ степени, который д^лятъ одновре- 
менно т 71 л п' можно считать безразлично, какъ перваго или 
какъ втораго рода. Обозначивъ чрезъ X произведен1е степеней 
перваго рода, чрезъ [х — втораго, им'Ьемъ 

при чемъ зам'бчаемъ: 1) X и |х суть относительно простыл, 

2) X д'Ьлит'ь п, 3) («. д'Ьлитъ п. 

Полагая 

п = XX , п = рцх 



мы заключаемъ, на основанш одной изъ предыдущихъ теоремъ, 
что степени 



а 



и а 



^[^' 



принадлежать соответственно къ показателямъ 



а такъ какъ X и [х относительно простыя, то произведенхе 

а а 



принадлежитъ къ показателю 

Х[х = Ж 

Что и следовало доказать. 

Следствхе. Оъ помощью чиселъ а, а\ а\ . . . принадлеоюа- 
щихъ соотвптственно показателямъ п , п\ п\ . . . , мооюно 
найти число^ которое будешь принадлежать къ показателю^ 
равному наименьшему кратному чиселъ щ п\ п\ . . 

82. Между различными показателями, соответствующими 
всевозможнымъ числамъ простымъ относительно модуля А, осо- 
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беннаго вниман1я заслуживаетъ наибольш1Й; мы будемъ назы- 
вать его иаибольшимъ показателемъ по модулю к, и докажемъ 
относительно его сл'Ьдующую теорему. 

Теорема.^ Наиболъшгй показатель по данному модулю дгь- 
лится на есть прочге показатели. 

Д'Ьйствительно, положимъ, что а принадлежитъ къ наиболь- 
шему показателю т, а Ъ — къ какому нибудь показателю п, 
отличному отъ т. Еслибы число п не д'Ьлило ш, то наименьшее 
кратное чиселъ пит превышало бы ш, и тогда по предыдуш,ей 
теорем'Ь можно было бы найти число, которое принадлежало бы 
показателю > т, а это противоречить предположешю. Сл'Ьдо- 
вательно п д'Ьлитъ т. 

Сл'Ьдствхе. Если т есть наиболъшгй показатель по мо- 
дулю Л, то аравнетю 

я;^=1(тоа.Л) 

удовлетворяеть всякое число^ простое съ к. 

Д'Ьйствительно, каково бы ни было число 6, простое съ Л, 
если обозначимъ чрезъ п принадлежапцй ему показатель, им'Ьемъ 

(1) Ь^=1 (шоа.й); 

полагая 

т = пп\ 

число п' будетъ ц'Ьлое. Возвышаемъ об'Ь части (1) въ степень п\ 

получаемъ 

6^=1 (той. й). 

$ П. Случай, когда модуль простой. О первообразныхъ 

корняхъ простыхъ чиселъ. 

83. Теорема. Наибольшш показатель по простому модулю р 
естьр — 1. 

Первое доказательство. Обозначивъ наибольш1Й показатель 
по модулю ^? чрезъ т, мы зам'Ьчаемъ, что т есть д-блитель числа 
(р{р)=р — 1; поэтому т <Ср — 1, или т=^р — ^1. 
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Съ другой стороны известно, что сравнешю 



(1) 



ж" = 1 (той. р) 



6у!11,&гъ удовлетворять всякое число, не делящееся на р, всл'^д- 
ствхе чего оно им-Ьетъ ровно р — 1 р-Ьшенш и на основанш тео- 
ремы Лежандра степень его не можетъ быть ниже 2? — 1. Сле- 
довательно ш=р — 1, и теорема доказана. 

Второе доказательство. Изображая чрезъ Л любой д-Ьлитель 
числа р — 1, мы ставимъ вопросъ: сколько существуетъ чиселъ, 
принадлежащихъ, по модулю р, къ показателю с?, при чемъ, ко- 
нечно, числа сравнимый не принимаются за различная. 

Обозначивъ искомое число чрезъ фМ), мы прежде всего по- 
стараемся доказать, что им'Ьть м-Ьсто можегъ только одно изъ 
двухъ: ф(сг) = или ф({^) = (р(с?). 

Допустивъ, что существуетъ число а, принадлежащее къ 
показателю с?, мы зам^чаемъ, что всЬ р-Ьшенхя сравнешя 



(2) 



х^^\ (той. р) 



можно выразить чрезъ а, именно: 



(3) 



а^, а, а^, . . .а^ \ 



Ибо каждое число (3) удовлетворяетъ очевидно сравненхю (2), 
и всЬ числа (3) несравнимы по модулю ^?, а сравненхе (2) не мо- 
жетъ им'Ьть бол^е ч'Ьмъ Л р-Ьшенш. 

Съ другой стороны, всякое число, принадлежащее къ показа- 
телю с?, удовлетворяетъ сравнешю (1); следовательно въ ряду (2) 
сл-Ьдуетъ искать всЬхъ чиселъ, принадлежащихъ къ показателю с?. 

Итакъ, число чиселъ, принадлежащихъ къ показателю с?, равно 
числу чиселъ, содержащихся въ (2) и принадлежащихъ къ пока- 
зателю Л. 

Принимая теперь въ соображенхе, что степень а' тогда только 
принадлежитъ къ показателю с?, когда г простое съ с?, мы непо- 
средственно заключаемъ, что ^{Л) = (^{Л). 
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Еслибы не существовало вовсе числа, принадлежащаго къ 
показателю Л, тогда следовало бы положить ф((^) == 0. 
Для €1=1 им'Ьемъ очевидно ф(1) = 9(1) = 1 • 
Принимая теперь во внимаше вс']^ д'Ьлители числа р — 1 

1, (2, ^, . . .р — 1, 

мызам'бчаемъ, чгосуммаф(1)-1-ф(е?)-1-ф(й')-1- . . .-1-ф(р — 1) 
выражаетъ собою число чиселъ, содержащихся въ ряду 
1 , 2, . . . р — 1 ; сл'Ьдовательно 

(4) . .ф(1)-ьф(бг)-4-ф(сг')-ь. . .ч-^{р—1)=р — 1. 

Съ другой стороны, по изв'Ьстному свойству ФуНКЦ1И <р(Л) 
им'бемъ 

(5) . . (р(1)-4-<р(сг)-4-9((^')-1-. . .-4-ф(^? — 1)=!^ — 1. 



Вычитал (4) изъ (5), получаемъ 



(6) [?(!)- <1'(1)]-+-[«Р(ф-ф№]н 

[?(Р — 1) — Ф(1) — 1)] = 0. 



• • • 



По вышедоказанному свойству Функщи ф(с?), каждый членъ 
въ первой части (6) или равеиъ нулю^ или больше нуля; а такъ 
какъ ихъ сумма равна нулю, то следовательно каждый равенъ 
нулю, то есть 

Ф(1) = «Р(1), 



ф(|, — 1) = ф(|,_1). 



Всё эти уравнен1я заключаются въ сл'Ёдующемъ предложенш. 
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Каковь бы ни былъ дгьлитель й числа р — 1 , число чиселъ^ 
принадлежащихъ кг показателю Л у всегда равно (р{Л). 

Въ этомъ предложен1И очевидно содержится наша теорема, 
которая выражаетъ существеннз'ю его часть; остальное прове- 
ряется легко. 

На самомъ д-Ьл*, если д есть число, принадлежащее къ по- 
казателю р — 1 , то числа 

о, 9, ^,...9^' 

представляютъ полную систему несравнимыхъ чиселъ и потому 
число чиселъ, принадлежащихъ къ какому нибудь д'Ьлителю с1 числа 
р — 1, равно {пР 81, т. 1) числу чиселъ въ ряду 1,2,... р — 1, 
имЬющихъ съ|> — 1, каждое порознь, общш наибольшш дЬли- 
тель ^^^- Но известно, что это посл'Ьднее число равно <р((1). 

Число, принадлежащее къ показателю р — 1 , называется 
первообразнымъ корнемъ числа р. Число первообразныхъ корней 
есть 9(2? — 1); съ помощью одного изъ нихъ получаются непо- 
средственно всЬ остальные. 

84. Предположивъ, что ни а, ни Ь не Д'блятся на 2), мы зам-Ь- 
чаемъ, что если ж = а удовлетворяетъ сравненш 

(1) Ъ^ ^а (той. 2?), 

то и всЬ проч1я числа, сравнимый съ а по модулю р — 1 будутъ 
также удовлетворять (1); тайя рЬшенхя не считаются за раз- 
личный. Сл'Ьдовательно сравненхе (1) им'Ьетъ столько р'Ьшещй, 
сколько въ ряду О, 1, . . . р — 2 находится удовлетворяющихъ 
ему чиселъ. 

Въ частномъ случа-Ь, когда Ъ есть первообразный корень 
числа 3?, сравнеше (1) представляетъ особый интересъ. Тогда 
им'бетъ м4сто следующая теорема. 

Теорема. Если а не дгьлится на р^ ад есть первообразный 
корень Ру то сравненге 

д^^а (той. р) 

имгьетъ одно и только одно ргьшенге. 
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Действительно, такъ какъ наименьшхе положительные вы- 
четы чиселъ 1^ д^ д^,. . . //^""^ представляютъ перестановку чи- 
селъ 1,2, 3 . . . р — 1, то всякое число а, не делящееся на р^ 
сравнимо по модулю р съ однимъ и только съ однимъ изъ чиселъ 
1 ? 9^ 3'^ /"~^- Другими словами, въ ряду 

О, 1, 2,. . .р — 2 

всегда найдется одно число и только одно, которое будетъ удовле- 
творять сравнен1ю 

д'^=а(тоА.р). 

Что и следовало доказать. ^ 

85. Въ заключенхе даемъ зд'Ьсь таблицу наименьшихъ перво- 
образныхъ корней простыхъ чиселъ, не превышающихъ 100. 
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§ III. О первообразныхъ корняхъ вообще. Опред^&лен1е 
первообразныхъ корней сложныхъ чиселъ вида р'^'^\ или 



т-ы 



2р 

86. Понятхе о первообразныхъ корняхъ распространяется 
легко и на сложныя числа. 

Первообразнымъ корнемъ какого бы то ни было числа к 
называется число простое съ А и принадлежащ,ее къ показателю 
(р(й;) по модулю /с. Если случится, что наибольшш показатель по 
модулю к меньше <р(&), тогда число к не будетъ им'Ьть вовсе пер- 
вообразнаго корня. 

Допустивъ существоваше первообразнаго корня д для дан- 
наго сложнаго числа А, мы можемъ удостов'Ьриться легко въ 
справедливости нижесл'Ьдующихъ теоремъ. 



■^ 
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Теорема. Жсли число к имгьешъ одинъ первообратый корень^ 
то оно им1ьетъ ихъ ровно <р(<р(Л)). 
Действительно, рядъ чиселъ 

(1) ^,^,/,...Л 

гд'Ь д есть первообразный корень числа Л, представляетъ полную 
систему чиселъ несравнимыхъ по модулю к и простыхъ съ к. 
Поэтому число всЬхъ первообразныхъ корней числа к рав- 
няется числу чиселъ содержащихся въ (1) и принадлежащихъ 
къ показателю (р(А). Но, чтобы число вида д^ принадлежало къ 
показателю (р(й;), необходимо и достагсТчно, чтобы т было про- 
стымъ съ (р{к); следовательно число первообразныхъ корней 
числа к равно числу чиселъ простыхъ съ 9(й;) и содержащихся 
въ ряду 

1,2,3,. ..<р(й;), 

то есть равно 9(9 (А)). 

87. Если показательное сравненхе 

(1) Ъ''=а{той.к) 

им'Ьетъ р^шеше ж = а, то всякое число, сравнимое съ а по мо- 
дулю 9 (Л), также будетъ удовлетворять ему. Поэтому р-Ьшенхя 
сравнен1Я (1), сравнимый между собой по модулю 9(^)? не при- 
нято считать за различный. 

Въ частномъ случае, когда Ъ есть первообразный корень, 
им4емъ теорему. 

Теорема. Если а простое съ к, а д есть первообразный ко- 
рень Л, то сравненге 

/=а(той.й;) 

имгьетъ одно и только одно ргьшенге. 
Въ самомъ д^ле, такъ какъ рядъ 

(2) ^,^,^?^...»"*'- 



г 
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аредставляетъ полную систему чяселъ несравнимыхъ по модулю 
ц>{к) и простыхъ съ к, то всякое число а простое съ к сравнимо 
по игодулю к съ одЕ1имъ изъ чиселъ (2) н только съ однимъ, а это 
доказываетъ справедливость нашей теоремы. 

88. Переходя теперь къ р-йшенхю вопроса о суп1ествован1и 
первообразнаго корня, мь[ поставимъ самый вопросъ въ такой 
Форм']^: опред'&лвть наибольш!й показатель по данному сложному 
модулю к. При ЭТ0М1. необходимо переходить постепенно отъ 
одного частнаго случая къ другому. 

Въ настоящемъ параграФ-Ь мы ограничимся разсмотр'Ьнтемъ 
трехъ слтЬдующвхъ случаев!.: 

1*. к=р^'^\р>2; 
2". к=2р'^\р>2; 
3'. А.= 2'"-^', 

при чемъ т изображаетъ произвольное ц^лое число, которое 
можетъ равняться нулю. 

//ервый случай, к =^)"''*'', р > 2. 1Саковъ бы ни былъ пер- 
вообразный корень д простаго числа р, онъ, по теорем* Эйлера, 
удовлетворяетъ сравненш 

^Р"(Р-1)_1 (той.^)"^'). 
Это сравпен!е мы напишемъ въ вид-^ уравнен1я 

(I) ..?'"''-"= 1-<-^"'*'г„, 

гд-Ь ^^ изобрашаетъ ц-йлое число. 

Возвысввъ об-б части {I) въ степень ^), получаемъ 



(2) 

гд* А изображаетъ ц-блое число. Зд'Ьсь сл'Ьдуетъ зам-Ьтить, что 
въ одномъ случать, именно когда ж^О, р^2, уравнен1е (2) 
можетъ не им'Ьть мтЬста;' поэтому -то мы предположили ^) > 2 и 
р-Ьшились случай р = 2 разсматривать отдельно. 
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Внося въ об'Ь части (1) ш-н 1 на м'Ьсто т, им'Ьемъ 
(3) ....... . дР''^'^^-')^ 1 -I-р"^^'^^^,. 

Сличая (2) съ (3), находимъ 

или 

Сравнен1е эт'о показываетъ, что числа 

(5) Зо) Й'п 32> Й'з? • • • Зт? • • • 

ИЛИ всЬ д'Ьлятся на р, или ни одно изъ нихъ не д'Ьлится на 'р. 
Который изъ этихъ случае въ будетъ им'Ьть м-Ьсто, это зависитъ 
отъ выбора ^; и не трудно показать, что если при данномъ д всЬ 
числа (5) д-Ьлятся на |), то стоитъ только увеличить д на р^ 
чтобы ни одно изъ нихъ не д-Ьлилось на р, 
Въ самомъ Д'Ьл'Ь, полагая 

9=9^Р 
и возвышая въ степень р — 1 , находимъ 

гд'Ь Ь изображаетъ ц-Ьлое число. 

Внося во вторую часть посл'Ьдняго уравнен1я на м'Ьсто д''~^ 
равное значен1е по Формул'Ь 

получаемъ 

(6) 9'^' = 1 ■^р{до-^{р-1)9''~')-^Ьр\ 

Обозначая чрезъ ((^ значенхе, которое принимаетъ .^^ соот- 
в-Ьтственно корню д\ им'Ьемъ 

(7) /"^ = 1 -нм'о. 
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Изъ (6) и (7) выводимъ 




А такъ какъ по предположенхю д^ делится на р^ то изъ по- 
сл'Ёдняго уравнен1к заключаемъ 

(8) . й'о^{р-1)9'^' (той.2>). 

« 

Отсюда ясно, что д ^ не делится на р^ а следовательно и всЬ 
числа въ рйду 

не д-Ьлятся на р. 

На основанш, вышеизложеннаго мы теперь вправ'Ь предпо- 
ложить, что первообразный корень д числа р такъ подобранъ, 
что д^ не д'Ьлится на р^ или, другими словами, что сравнен1е 

ни при какомъ т, начиная съ ш = О, м'Ьста не имЬетъ. 

Принимая это въ соображен1е, не трудно доказать следую- 
щую теорему. 

Теорема. Если д есть первообразный корень нечетнаго про- 
стаю числа р , и прышомъ частное 

дР-^ — 1 

= 3 

не дгьлит^я на р^ то д есть первообразный корень степени 
2?"*"*"', каково бы ни было т. 

При т = О теорема очевидна. Мы допустимъ, что она в'Ьрна 
при какомъ нибудь т и докажемъ ея справедливость при значе- 
Н1И т на единицу больше. 

Обозначимъ чрезъ х показатель принадлежащш числу д по 
модулю |)*^"*''; этотъ показатель долженъ делить фСр*^"^*); по- 
этому можно положить 

(9) р^^\р — \) = х1, 

при чемъ I изображаетъ ц'Ьлое число. 
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Дал'Ье, изъ срав1ген1я 



вытекаетъ 






а такъ какъ по предположешю число д припадлежитъ по модулю 
р^'*'\ къ показателю (р(р'"'*''), то х должно делиться на <р(р*"'*"'), 
и потому можно положить 

ОО)......' оо=р^{р-\)1; 

при чемъ I' изображаетъ ц'Ьлое число. 
Изъ (9) и (10) выводимъ 

Р = 11\ 

на основан1И чего заключаемъ, что имЬетъ м'Ьсто одно изъ двухъ : 

или 

1=р, Г=1, 
или 

1=1,^ 1'^р. 

Первое предположете даетъ 



тогда сравнена 



принимаетъ видъ 



.X 



р"=1 (той. ]р'"-^=') 



дР'^{р-1)^1 (той. р"^^'); 



а это, по 11реДположен1Ю, не ям'Ёетъ М'Ьста. Следовательно 

остается заключить, 

;=1, 1'—р, 

всл^дстЕхе чего находимъ 

X = р"^^' (р — 1) = 9(У^*)- 
Что и сл'Ьдовало доказать. 
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Теорема. Если д есть первообразный корень числа р^ , 
тогда изъ двухъ чиселъ д и д-^р^'*'^ шо^ которое нечетное, 
есть первообразный корень числа 2р^'*'\ 

Прежде всего зам'Ьтимъ, что такъ какъ д и д-^р^^^ суть 
одновременные первообразные корни числа р^^\ которые не 
принято даже считать за различные, то мы можемъ прямо пред- 
положить, что первообразный корень д есть нечетный. 

Принимая это во вниманхе, мы обозначимъ чрезъ х показа- 
тель принадлежащ1Й числу д по модулю ^р^^^^\ Число х будучи 
д'Ьлителемъ <^{2р^~*~^) даетъ право написать 



(1) р"Чр-1) = х1, 

ГД'Ь I изображаетъ ц'Ьлое число. 

Съ другой стороны, изъ сравнешя 

/=1 {шоА.2р'^-*-'), 
вытекаетъ 

/=1 {тоА.р"^^'). 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что х Д'ёлится на срС^?^"*"^); ибо д по мо- 
дулю р^'^^ принадлежитъ къ показателю 9(р^"*~^); сл'Ьдова- 
тельно 

(2) х=р^{^ — \)1\ - 

ГД'Ь V изображаетъ ц^Ьлое число. 
Изъ (1) и (2) выводимъ 

п. 16 






89. Второй случай, к = 2р^'^\ ^? > 2. Въ этомъ случа'Ь, , , ~1| 

точно также какъ и въ предпзествующемъ, наибольшш показа- -й! 

тель равенъ <р(А;), что равносильно существовашю первообраз- ;%>^ 

ныхъ корней. 

Доказательство этого не представляетъ никакого затруднен1я ; 
оно вытекаетъ изъ вышеизложеннаго, какъ сейчасъ увидймъ. 



• ♦'I' 



.4 /.< 



т-1-| ^.у/ 



>(У 



-••■*:■ 



• Л' 
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Следовательно 

Но 

ибо р нечетное ; поэтому можно написать 

Это показываетъ, что д есть первообразный корень числа 

90. Третгй случай^ к = 2^"^^ Если ш = О, им-Ьемъ к =2. 
Это число не представляетъ ничего достойнаго вниман1я по отно- 
шешю къ первообразнымъ корнямъ, но все же сл^дуетъ зам'Ь- 
тить, что оно им'Ьетъ первообразный корень. 

Если ш = 1, им'Ьемъ й; = 4. Это число им'Ьетъ одинъ перво- 
образный корень, именно 3. 

Если т > 1, тогда к>.8. Въ этомъ случае число к=2 
не им'Ьетъ вовсе первообразныхъ корней; это показываетъ сд'6- 
дующая теорема. 

Теорема. Если т ^ 2, то наибольшгй показатель по модулю 
к = 2""'-^' равенъ 1<р{к) = 2"^-'. ' 

Для доказательства возьмемъ во вниманхе какое нибудь не- 
четное число а; квадратъ его можно представить такъ: 

а^=\^2Ч, 

гд'Ь I изображаетъ ц'Ьлое число. 

Возвышая об'Ь части въ квадратъ, получаемъ 

(^^=1^2%, 

гд'Ь 1^ изображаетъ число ц'Ьлое. 

Возвышая еще разъ въ квадратъ, получаемъ 

гд'Ь ?2 изображаетъ ц-Ьлое число. 
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Продолжая поступать подобнымъ образомъ дал-Ье, мы при- 
ходимъ къ общей Формул'Ь 

которая можетъ быть написана такъ: 

(I) а^^(2"^')^ 1 (той. 2^^^^), 

причемъ сл'Ьдуетъ им-Ьть въ виду, что ш^2. 

Сравнен1е (1) показываетъ, что наибольш1й показатель по 
модулю 2*""*"^ > 8 всегда меньше ср(2^"*'^); следовательно числа 
вида 2*"~*"\ начиная съ'8, первообразныхъ корней не им^ють. 

Остается теперь доказать существованхе числа, принадлежа- 
щаго по модулю 2^"*"^ > 8 къ показателю 2^~\ 

Пусть а изображаетъ какое нибудь число вида 8^ ± 3, 

(2). . а = 8п±3. 

Возвышая а въ квадратъ, находимъ 

0^=1-^24, 

гд'б I изображаетъ нечетное число. 

Возвышая об-е части посл'Ьдняго уравнешя въ квадратъ, 
находимъ 

• 
гд'Ь ?1 изображаетъ нечетное число. 

Продолжая дал-Ье действовать подобнымъ образомъ, прихо- 
димъ къ общей Формуле 

(3) ....а2"-' = 1-н2--'г_„ 

где 1^^_2 изображаетъ нечетное число. 

Изъ полученныхъ уравнен1й ясно видно, что въ ряду чиселъ 

а^ — 1, а^ — 1, а^^ — 1, . . . а^ — 1, 

16* 
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1Л-Ы 



первое, которое делится безъ остатка на 2 есть 



а 



2^—1 



1. • 



Следовательно число а = 8п ± 3 по модулю 2*^"*"* принад- 
лежитъ къ показателю 2*^""^ = |9(2''*^^). 
Такъ теорема наша доказана вполн'ё. 

91 . Теорема. Если чгссло а есть вида 8^1 ± 3, а т > 2, шо 
числа 



1, 


а^ 


< 


^ , • • • 


«2"* >-1 


1,- 


-а, - 


-<- 


— ^3 

— М» , . • • 


_ ^2—^-1 



представляютъ полную систему нечетиыхъ чисель, несравни- 
мыхъ по модулю 2'""^\ 

ДМствительно,- что числа, стоящ1Я въ одной строк* не- 
сравнимы, это прямо есть сл'Ьдствхе того, что а принадлежитъ 
къ показателю 2*"~~\ Намъ остается доказать, что числа въ 
разныхъ строкахъ также несравнимы по модулю 2^"*"^ . Но для 
этого очевидно достаточно доказать, что — 1 не сравнимо ни 
съ однимъ изъ чиселъ первой строки. 

Допустимъ противное. 



а 



ш-ы 



1 (той. 2'"-^'), 



причемъ * < 2 . Тогда будемъ им-бть 



а* = — 1 



^тн-1 



I, 



откуда, возвышая въ квадратъ, получаемъ 



а^' = 1 -*- 2^-^'г 



или 



1? 



а''=1 (той. 2*^-^"). 



Сравнеше это показываетъ, что 2г делится на 19(2*^"*"^) = 2^ 
или, прош.е, г Д'Ьлится на 2^""^ . А такъ какъ, по прэдположешю, 
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г -< 2'"~' , то остается положить г ^ О, что приводить къ невоз- 
можному сравнен1ю 

1= — 1 (той. З*""^'). 

Итакъ, — 1 не находится въ первой строке; этимъ теорема 
доказана. 

92. Если сравнен1е съ двумя неизв'Ьстными 

(1) (— 1)^а'' = 6(тоа. г"*-^'), {т>2), 

Я1г6етъ р-Ьшеие х = а, У = ?1 то всякая пара чиселъ а, р', 
удовлегворяющихъ услов1ямъ 

а'=а.(то±2), р'= р (той. 2"*"') 

будетъ также составлять р'Ьшен1е сравнения (1). Так1Я р-6шен1я 
не считаются за различныя; поэтому число р-бшенш сравнения (1) 
равно числу паръ (а;, ^), удовлетворяющихъ (1) и составлен- 
ныхъ изъ чиселъ 

х=0, I;' у = 0, I, 2,. . .2"""' — 1. 

Принимая это въ соображен1е, мы можемъ досл'Ьднюю тео- 
рему выразить такъ: 

Каково бы ни было нечетное 'тело Ъ, если а есть вида 
8м ± 3, то сравненге 

,(_1)^„1'= й (той. 2*"-^'), (т> 2), 

штетъ одно и только одно ртаенге. 

93. Предполагая какъ прежде 2"*^' = 8, и что й есть вида 
8» ± 3, мы прибавимъ къ предыдущему следующее зам'Ьчаше. 

Оба числа я" и — а" принадлежать по модулю 2"^' къ 
одному и тому же показателю —г—, гд'б Л есть общ1й наиболь- 
шш делитель чиселъ 2*""^ и п. Исключен1е составляетъ частный 
случай, когда и делится на 2""'; тогда а" принадлежитъ къ 
показателю 1, а — а" къ показателю 2. 



■ -? 



.4 
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Всл'Ьдствхе этого заключаемъ: 

1^. Чиселъ, принадлежащихъ къ показателю 2, есть три; 
они сл'6дующ1я: 

от — 2 ош — 2 

— 1, а , — а 

2^. Чиселъ, принадлежащихъ къ показателю 2* > 2, есть 
29(2*). Они получаются изъ Формулы 

±а 
если давать для г веб нечетныя значенхя < 2*. 



§ IV. Опред1Блен1е наибольшаго показателя по какому угодно 

модулю. 

94. Частные" случаи, разобранные въ предыдущемъ пара- 
граФ-Ь, приводятъ къ р'Ьшенш общаго вопроса объ опред-Ьлети 
наибольшаго показателя по какому угодно модулю. Прежде ч'Ьмъ 
показать это, мы докажемъ нижесл'Ьдующтя дв'Ь теоремы. 

Теорема 1. Если какое нибудь число а по двумъ взаимно 
простымъ модулямъ к и 1с принадлеоюитъ соотвгьтсЫвенио къ 
показателямь п и п\ то по модулю Ш! оно будешь принадле- 
жать къ показателю^ равному наименшиему кратному п и п\ 

ДМствительно, обозначивъ чрезъ х показатель, принадле- 
жащш числу а по модулю кк\ мы им'Ьемъ 

а*^ 1 (той. кк\ 

откуда вытекаютъ два сравнен1Я : 

а*= 1 (той. к), а"^^! (той. к'), 

которыя показываютъ, что х д'Ьлится какъ на п такъ и на п\ 
Сл-Ьдовательно х Д'Ьлится на наименьшее кратное -2У чиселъ п и п. 
Съ другой стороны им'Ьемъ сравнешя 

а^^ 1 (той. к)^ а^^1 (той. Л'), 



г 



откуда заклюяаеиъ 

а''=1 (той. М'), 

а это показываетъ, что Л' д-Ьлится на х. 

Итакъ, каждое изъ чиселъ ж, Л'^д-Ьлится на остальное; сл1;- 
довательно x=N, что и сд'Ьдовало доказать. 

Теорема 2. Если по даумъ взаимно простыла модулнмъ к 
и к' соотвгьтствующге наибольшге показатели суть т « т', 
то наибольшт показатель по модулю кк' равенъ паименьшту 
кратному т. и т.- 

На самомъ х^% называя соотв-Ьтственно чрезъ она' числа, 
принадлежашдя по модулю к или к' къ показателю т или ?и', мы 
зам^чаемъ, что чисю Ъ, удовлетворяющее одновременно двуыъ 
сравненЕЯыъ 

Ъ^а {гйоА.к), Ь^а {хсмА.к'), 

принадлежитъ по модулю к^ къ показателю М, равному наи- 
меньшему кратному чиселъ т и т'. 

Съ другой стороны, если обозначимъ соответственно чрезъ 
Л'', п, п показатели, принадледаащге какому нибудь числу У пп 
модулямъ кк', к, к', то замечаемы во первыхъ, что Л'' есть наи- 
меньшее кратное чиселъ п в «'; во вторыхъ, что т и т' д-Ьлягся 
соотв-Ьтственно на п и п. Сл'Ьдовательно М д-ёлится на Л"; от- 
сюда заключаемъ, что Ж есть наибольш1й показатель по мо- 
дулю кк'. 

Сл'Ьдств1е. Если т, т', ш", . . . суть наиболыиге показа- 
тели по соотвтьтстеующимв взаимно простым» модулями к, 
к\ к", . . . , то наибольшгй показатель по модулю кк'к" . . . ра- 
вен» наименьшему кратному чиселъ т , т', т", . . . 

Примп/ръ. Положвмъ к=Ъ, А' = 7, и для каждаго изъ 
этихъ модулей составимъ таблицу показателей всЬхъ чиселъ. 

1*. Для й = 5 им'бемъ 

числа а= 1, 2, 3, 4; 
показатели и ^ 1, 4, 4, 2, 



I 



^ 
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2^ а для к=7^ 

числа л = 1, 2, 3, 4, 5, 6; 
показатели л'= 1, 3, 6, 3, 6, 2. 

Наибольшш показатель по модулю кк^= 35 равенъ наимень- 
шему кратному 4 и б, то есть 12. 

Число 3 принадлежитъ къ наибольшему показателю какъ по 
модулю 5, такъ и по модулю 7; поэтому по модулю 35 оно при- 
надлежитъ къ показателю 12, также наибольшему. 

Число 2 принадлежитъ къ показателю 4, по модулю 5, а по 
модулю 7 къ показателю 3; наименьшее кратное 4 и 3 есть 12; 
следовательно 2 по модулю 3 5 принадлежитъ къ показателю 1 2 . 

Число 4 по модулямъ 5 и 7 принадлежитъ соотв-Ьтственно 
къ показателямъ 2 и 3; наименьшее кратное этихъ чиселъесть 6; 
сл'бдовательно 4 подмодулю 35 принадлежитъ къ показателю 6. 

95. Теорема. Каково бы ни было чцсло 

наиболытй показатель по модулю к равенъ одному изъ двухь: 
или наименьтему кратному чизель 

или наименьшему кратному чиселъ 

|9(2"), 9(рЛ), фС^'з"*), . . '<Р(1>Л). 

ч 

Первый случай имгьетъ мгьсто, когда п ^ 2 , второй — 
когда п > 2 . 

ДМствительно, полагая • 



мы зам-Ьчаемъ, что числа к^^к^у. . . А;^_^^ суть взаимно простьш. 
Обозначая соответственно чрезъ т^ , Шд , . . . т . , наибольшхе 
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показатели по модулямъ к^, к^^ > . . ^гч-1) илЛемь: во первыхъ, 
т^ = 9(2^) или т^ = |9(2**), смотря по тому будетъ ли п ^ 2 

или п>2; во вторыхъ, ^2 = 9(рЛ)) ^з = фОРг"*)? • • • 
т^_^^ = 9(р/0- Отсюда, на основаши теоремы п^ 94 заклю- 
чаемъ, что наибольшш показатель по модулю к = к^к^. . .\^^ 
равенъ наименьшему кратному чиселъ т^, т^,. . ^ш^^^; а это 
и составляетъ сущность предложенной теоремы. 

Число к только тогда им'Ьетъ первообразный корень, когда 

* 

. соотв'Ьтствующ1Й ему, какъ модулю, наибольшш показатель ра- 
венъ 9(^)- Но это им'Ьетъ мЬсто только въ сл'Ьдуюп;ихъ четы- 

рехъ случаяхъ: 

к =2, 4, р"", 2^?^ 

ВсЬ эти случаи были разобраны въ предшествуюш,емъ пара- 
граф*. 

96. Р'Ьшешя сравнешя 

(1) Я^) = О (той. к) 

при сложномъ модул* сл'Ьдуетъ разделять на ^ва рода : простьш 
съ А, и им'Ьюш.тя съ к общ1й делитель. 

Если д*ло идетъ объ отысканхи р'Ьшешй исключительно пер- 
ваго рода, то тогда степень сравнешя можно понизить на столько, 
чтобы она была ниже наибольшаго показателя п , соотв'Ьтствую- 
ш;аго модулю к. Для этого стоитъ только Функцш Дж) разделить 
на х^ — 1 . Остатокъ /^(ж) , полученный отъ этого д-бленхн, бу- 
детъ степени ниже п^ и сравнеше 

(2) /;(^) = О (той. к) 

будетъ им*ть ВС* р*щен1я перваго рода общими съ (1). 
Примщръ. Воаьмемъ во вниманге сравнеше 

^г;5_7д;4^11^^з_5ж-#-1 =0 (той. 12). 

Такъ какъ посл*дшй членъ въ первой части простой отно- 
сительно 12, то сравненхе не им*етъ вовсе р*шеюй втораго 
рода. 
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Наибольшш показатель по модулю 12, будучи равнымъ наи- 
меньшему кратному чиселъ 9(4) и 9(3), есть 2; поэтому всякое 
число простое съ 12 удовлетворяетъ сравненш 

^2=1 (тоа. 12). 
Отсюда выводимъ 

(х?^х^ 05*^1, о?^х (той. 12), 
всл'Ьдств1е чего начальное сравнен1е приводится къ такому 

х — 1-^\\х — Ьх-^\ ^0 (той. 12), 
или 

7ж— 6 = (той. 12). 

Сравнете это не им'Ьетъ ни одного р'Ьшешя простаго отно- 
сительно 1 2 ; поэтому начальное сравнен1е невозможно. 



§ V. Новое доказательство теоремы Вильсона въ обобщенной 

Форм^Б. 

^ 

97. Лемма. Шли д есть первообразный корень числа А; > 2, 
то 

Лемма эта вытекаетъ непосредственно изъ теоремы 2-ой 
п^ 67; однако, им'бя въ виду пользоваться зд'Ьсь исключительно 
началами теорш первоо"бразныхъ корней, мы дадимъ другое ея 
доказательство. 

Въ случае й = 4 справедливость леммы проверяется непо'- 
средственно. 

Въ случа'Ь к=р^ мы зам-Ьчаемъ, что число 9{^) четное; 
поэтому сравнете 

^9(*)_1=0 (шой.р'^) 

можетъ быть написано такъ: 

(1) (^^^^^)— 1) (^^^(^)-*- 1) = О (той. Л. 



1Т^^ 
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Не можетъ быть, чтобъ оба множителя въ первой части 
д-Ёлились на р , потому что тогда мы им^ли бы два сравненгя 




9 
9 



\<т. 



\9{Щ 



1 
1 



о) 



(той.!?), 



откуда вытекаетъ 



2^0 (той.^); 



а это невозможно, ибо р подразум'Ьвается нечетнымъ простымъ 
числомъ. 

Итакъ, одинъ изъ множителей (1) есть простой относительно 
_2?*; сл1Ьдовательно одинъ изъ нихъ делится на р^. Но первый 



множитель, именно 



9 



49^, 



не можетъ д'Ьлиться на р^\ иначе д не было бы первообразнымъ 
корнемъ числа Л; следовательно 



9 



\т 



1 (той.^?*). 



Остается еп^е показать справедливость леммы въ случа'Ь 
к = 2^р*. Тогда число 9(^) есть четное, д — нечетное, и мы опять 
им'Ьемъ сравнен1е (1), въ первой части котораго Оба множителя 
суть четные. Одинъ изъ нихъ простой относительно ^р", другой 
д'Ьлится на р^^ а тбмъ самымъ д'блится и на 2р^. Но множитель 



9 



1Ф) 



1 не д'Ьлится на 2р^\ иначе д не было бы первообраз- 



нымъ корнемъ числа 2р^\ сл'Ьдовательно 



9 



ЫЦ 



1 = О (той. 2^?*). 



Что и требовалось доказать. 

98. Переходимъ теперь къ доказательству обобщенной тео- 
ремы Вильсона. 

Теорема. Абсолютно малый вычетъ произведетя всгьооъ чи- 
селъ, простыосъ съ модулемъ к и <^к, равенъ — 1 или -+- 1 , 
смотря по тому имгьетъ ли число к первообразный корень или 
нгьтъ. 






й 



.^ 



'*■'« 

■■.**! 
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Предположимъ сперва, что к им'Ьетъ первообразный корень; 
другими словами, что им'Ьетъ м4сто одинъ изъ четырехъ слу- 
чаевъ: к = 2, 4, ^)*, 2^>". 

Въ двухъ первыхъ случаяхъ справедливость теоремы про- 
в'Ьряетсн непосредственно. 

Въ двухъ посл^Ьдняхъ случаяхъ мы зам'бчаемъ, что совокуп- 
ность наименыпихъ положительныхъ вычетовъ чиселъ 

. !,«=1, 9, 9»,...9«»>-', ■ 

гд'Ь д изображаетъ первообразный корень к, — представляетъ 
вс^Ь числа простыя съ й и < й. Поэтому, изображая ихъ про- 
изведен1е чрезъ П, ии'Ьемъ сравненте 

которое ^аожно написать такъ: 

П=Д'И-')(тоа.*). 

Но по вышедоказанному им'Ьемъ 

■ т(*1 
д ^ ^ — 1 (той.р); 
следовательно 

П = (— 1)*'*'-'(юой.А;). 

А такъ какъ число 'р{к) всегда четное, то посхЬднее сравне- 
Н1е можно написать такъ : 

П ^ — 1 (той. к). 

Остается теперь доказать справедливость теоремы въ пред- 
положен!и, что к не иягЬетъ первообразваго корня. 
Допустинъ сначала 

4=2", п>2. 



^'^:^^'-'-^- 



'.л 
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Тогда по теорем'Ь п® 91 им'Ьемъ 

П^(— 1)2""'з2(^-*-2-*-^-*---*-2'*~'"^) (той. 2^) 

или, проще, 

П ^ з2"-*(2"-^-1) (той. 2«). 

А такъ какъ число 3 по модулю 2** принадлежитъ къ пока- 
зателю |ф(2'*) = 2"~^ то 

всл'Ьдствхе чего предыдущее сравненхе принимаетъ видъ 

П=1 (той. 2^*); 

что подтверждаетъ справедливость теоремы въ предположен- 
номъ случае. . 

Переходя теперь къ общему случаю 

мы возьмемъ во вниман1е всё числа 

простыл съ й и < Л , и назовемъ ихъ наименьшхе положитель- 
ные вычеты по модулю р^^ чрезъ 

Посл'Ьдн1Й рядъ содержитъ вс'Ь числа простыл съ р^ и 
-< ^р^*• , при томъ каждое число повторяется въ немъ ровно 

разъ. Сл'Ьдовательно, изображая чрезъ /^ произведете всЬхъ 
чиселъ простыхъ съ ^)^ и << 'р^ , им'Ьемъ 

©(2") . . . Ф(«"<-0 ф(г)''-»-0 . . . 9{р'^) ; , «.. 

П = Р^^ ' ^^/',._, ; ТV^',.^, ^ ^^'^г ^ (той. |).»<). 
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Но по вышедоказанному им'Ёемъ 



сл'Ьдовательно 



^ = — 1 {тоА.р.у, 
П = 1 (той.!?/»); 



ибо показатель еадъ буквою Р въ предыдущемъ сравненш оче- 
видно четный. 

Въ посл'Ьднемъ сравнен1и значекъ г можетъ принимать любое 

изъ значенш 

г= 1, 2, 3,. . .г; 

поэтому можемъ написать 



(1) 


п = 


= 1 (той.^)!*!), 
= 1 (той.^)/*), 


\*/ 


• 






= 1 (той. ^>/'-)- 



(2) 



Сверхъ того по вышедоказанному им'1емъ 



П = 1 (той. 2"). 



Изъ (1) и (2) заключаемъ 



или 



П = 1 (той. 2"^)1«^^)2"* . . .р^'^) 
П = 1 (той. к]. 



Что и сл^Ьдовало доказать. 



§ VI. Теор1я мдеЕСОВъ. Придожен1я. 

99. Известно, что если число к им'Ьетъ первообразный ко- 
рень д^ то всякое число а простое съ к можно представить такъ: 

(1) « ^5'* (И10й. к), 
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гд* ж йзобрайсаетъ некоторое изъ чиселъ 
(2) О, 1, 2,...9(Л) — 1. 

Кром'Ь этого одного р'Ьшешя х сравнете (1) им'Ьетъ безчис- 
ленное множество другихъ, опред'Ьляемыхъ по общей Формуле 

гд'Ь I изображаетъ произвольное ц'Ьлое число. 

Число х^ удовлетворяющее (1) и содержащееся въ (2) назы- 
вается индексомъ или указашелемъ числа а\ число д называется 
основангемъ системы индексовъ. 

Индексъ какого нибудь числа а для сокращенхя изображается 

символОмъ 

Хпй а. 

Онъ обладаетъ свойствами аналогичными со свойствами лога- 
риемовъ. 

Если а^Ъ (той. А;), то очевидно Хпйа = ХпйЬ. 

Индексъ основан1я всегда равенъ 1. Сверхъ того им'Ьемъ 
1па 1 = О, 1п(1(— 1) = |ф(А;). 

100. Теорема. Индексъ прошведетя двухъ чиселъ сравнимъ 
по модулю (р{к) съ суммой иосъ индексовъ, 
ДМствительно, мы им'Ьемъ два сравненхя 

а = ^""^ " (той. Ъ) 
а! = 9^^^ «' (той. к) , 
который перемножая почленно, получаемъ 

еш'=/^^^-*-^^^«'(той.А;). 
Но, съ другой стороны, им'Ьемъ 

аа'=^^^^^'(той.й;); 



сл'Ьдовательно 



^М оа' _ ^Ш а -4- М а' (^^д ^5.)^ 
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А такъ какъ д принадлежитъ къ показателю <^{к)^ то изъ 
посл'Ьдняго сравненхя вытекаетъ 

Хпй аа! ^ 1п(1 а -н Хай а (той. (^ф)) . 

Что и сл'Ьдовало доказать. 

Сл'Ьдствхе 1. Индексъ произведенгя какого угодно числа ни- 
селъ сравпимъ по модулю (^{к) съ суммой ихъ индексовъ. 

Сл'Ьдствхе 2. Индексъ степени какого уюдно числа сравнимо 
по модулю ф(Л) съ произведетемъ показателя степени на индексъ 
числа. 

Отсюда сл^дуетъ, что по даннымъ индексамъ одселъ а, а\ 
а!\ . . . легко вычислить индексъ произведенхя ааа' . . . Для 
этого стоить только составить наименьшш положительный вы- 
четъ суммы Хпйа -ь Хпйа'н- 1пйа"-1- ... по модулю 9(А;); это 
и будетъ искомый индексъ. 

Наименьшш положительный вычетъ произведешя п Хпй а 
равенъ индексу степени а^. ♦ 

101. Им'Ья таблицы индексовъ всЬхъ чиселъ, составленный 
для различныхъ модулей, можемъ ими пользоваться для удобнаго 
р'Ьшенхя разныхъ вопросовъ въ теорш чиселъ, подобно тому 
какъ въ алгебр'Ь пользуются логарифмическими таблицами. 

Возьмемъ во вниманхе сравнеше 

(1) а;''=2(той.Л), 

гд* 2 простое съ Л, и положимъ что Ь им'Ьетъ первообразный 
корень д. 

Искомое р'Ьшеше х должно быть простымъ съ й, а такъ 
какъ индексы чиселъ сравниыхъ между собой равны, то 

Хпй х^ = Хпй д^. 

Съ другой стороны им'Ьемъ 

Хпй (хР^п Хпй X (той. ф (к)) ; 
сл'Ьдовательно 

(2) пХпйж^Хпйд' (той. 9(Л)). 



— 257 — 

Это сравнеше первой степени относительно неизв'&стнаго 
1пАх. Если обпцй наибольш1Й делитель Л чиселъ пи (^(к) Д'Ьлитъ 
1п<19, тогда оно им'1^етъ ровно Л р'Ёшенш, несравнймыхъ по мо- 
дулю (р{к). Наименьшш положительный вычетъ каждаго нзъ 
этихъ р-Ьшешй будетъ индексомъ соотв'Ьтствующаго р'Ьшен1я 
сравнен1я (1). По даннов!у 1пйж мы отыщемъ въ таблицахъ 
самое число х^ и такимъ образомъ можно опред'1^лить всё Л р'6- 
шетй (1). 

Если Iпй^ не делится на е?, тогда (2), а тЬмъ самымъ и (1) 
невозможно. 

Только что полученное условхе, необходимое и достаточное 

для того, чтобы сравнен1е (1) им'Ьло р'Ьшенхе, можно выразить 

въ другой Форм'Ь. Д'Ьйствительно, по означенному условш можно 

написать 

^ = д^^' {той. к)\ 

отсюда, возвышая об'Ь части въ степень 51-! , получаемъ 

(3) а=1 (тоа. к). 

Легко доказать обратное: если (3) им'Ьетъ м'Ьсто, то тогда 
(1) возможно. Для этого возвысимъ об'Ь части сравненхя 

2 =.9^°^ «(той. Л) 
ВЪ степень ^, получаемъ 

д■1Г^''^^^^1Г(шоА.к). 

Это на основаши (3) принимаетъ видъ 

Д^1^^2^1 (той. Л). 
Отсюда заключаемъ^ что показатель 

п. 17 
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д'Ьлится безъ остатка на 9(*)? другилщ словами, что 1п(1д де- 
лится на €1. Следовательно сравненхе (1) им'Ьетъ р'Ьшенхе, и усло- 
В1е (3) вполн* равносильно прежде найденному. Это даетъ такую 
теорему (п^ 78), 

Теорема. Если к гштьетъ первообрамый корень, то сравиенге 

х^^^ (той. к) 
возможно или невозможно^ смотря по тому удовлетворено ли 



условге 



2^ ^ 1 (той. к)^ 



или нгьтъ; при чемъ д, изображаетъ общш наибольшгй дтьлителъ 
п и (^{к). 

Въ случать^ если условге удовлетворено^ сравиенге гшгьетъ 
ровно (I ргьшенгй. 



102. Перейдемъ къ другому частному случаю, именно 
й = 2"* > 8, и разсмотримъ сравненхе 



(1) 



а;" = 2(тос1. 2"), 



предполагая, конечно, $ числомъ нечетнымъ. 

Изв'Ёстно, что всякое нечетное число ^ можно представить 

въ ВИД'Ь 

3 = (—1)* Застой. 2"*), 
гд-б а равно нулю или 1, а р равно одному изъ чиселъ О, 1, 2, . . . 

Положивъ 

ж = (— 1)^ З"), 

вм^сто (1) будемъ им-бть 

(_1)"е з«^= (_1)» зР (той. 2"»). 



г 

сравнен! 
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е это распадается на два, именно, 

( й$~а(то<1. 2), 

(2) ^, 

|п71 = р (той. 2"^'); 

изъ нихъ первое служить для опредйлен^я 5 , второе — для опре- 
д'Ёлетя 11. 

Если п нечетное, оба сравнен1я (2) и1гЁ1отъ по одному р^- 
шетю и тогда сравнеа1е (1) нм^еть одно решете. 

Если же п четное, то, чтобы сравнешя (2) были возможны, 
необходимы и достаточны услов1я : 

(3) а = 

(1) р = (той. «г), 

гд-Ь й изображаетъ общхй наибольшш д-Ьлитель чиселъ п и 2'""', 
Допустивъ, что П0СХЁДН1Я УСЛ0В1Я удовлетворены и положявъ 

^ = 3**' (той. 2"*), 
им*емъ ' 

2»»— I 

(5) з"^ = 1 (той. 2*"). 

Обратно, допустивъ, что (5) ии'беть м-Ьсто и положивъ 

д = (_1)«3^(той. г"»), 
ии-бемъ 

(-!)■' 
откуда заключаемъ 

|1?^=0(тоа. 2) 

^ ?°^^ в- О (т<А. 2"~'). 
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Последнее сравнер1е приводится къ следующему виду 

Р = О (той. ау, 

ЧТО совпадаетъ съ (4). Следовательно условхе (5) зам^няеть (4). 
Такимъ образомъ мы доказали теорему: 

Теорема. Сравненге 



X 



п 



^ (тоа. 2"*), (т > 2), (д = 2/ -н 1), 



при нечетномъ п гшгьетъ всегда одно только ргьшенге. 

При четномъ п оно возможно только въ томъ случать, когда 
удовлетворены два условгя: во первыхъ, должно имгьть мгьсто 
сравненге 

дг~^~ = 1 (той. 2*"), 



кШ-^г 



гдгь й есть общгй наибольгигй дгьлитель чиселъ п и 2 ; во вто- 
рыхъ^ число ^ должно быть вида 8^ -н 1 . 

При соблюденги означенныхъ условгй сравненге им)ьетъ ровно 
2й ртьшеигй. 

Посл-Ьдшл дв'Ь теоремы даютъ возможность опред'Ьлить 
а рпог1 число р^шешй сравнешя 



с^^€[ (той. к) 



при какомъ угодно Тс. 



Примпръ. Возьмемъ сравнеше 

аг^=125 (той. 504); 
оно приводится къ тремъ сл'Ьдующимъ: 
- я;«=5 (той. 8), л?=6(тоа. 7), л;«= 8 (той. 9), 
Соотв'Ьтствующ1я имъ УСЛ0В1Я возможности суть так1я: 
6^ = 1 (той. 7), 8^ = 1 (той. 9). 



Такъ какъ каждое язъ нихъ въ действительности удовлетво- 
рено, то посл^Ьдн1я сравнен1я и*Лютъ соответственно 

1, 3, 3 

р-Ьшетй. Произведение этвхъ чиселъ равно 9; поэтому число 
р-Ьшенш натальнаго сравнен1я есть 9. 

103. Вышеизложенный начала теорщ индексовъ можно рас- 
пространить и на модуль 2*"^ 8; но только тогда каждое число 
будегь опред'Ьляться двумя индексами. 

Д-Ьйствительно, каково бы ни было нечетное число «, мы 
можемъ положить 

и = (— 1)"3^(то|]. 2"), 

иричемъ а = О или 1, смотря по тому будегь ли чпсло п вида 
8^-1-1 или 8(-1-3, или не будегь; р < 2*""'. Показатель а 
назовемъ первымъ индексомъ числа п по основашю 3, а показа- 
тель р — вторымъ, и будеиъ писать 

а = Iп{1^ Пу р = Тп^з п. 

Тогда легко убедиться въ справедливости сл^дующнхъ пред- 
ложен1й. 

1*. Какъ первые, такъ и вторые индексы сра&нимыхъ чиселъ 
соотвптственно равны между собоИ. 

2°. Индексы произведенгя тьсколъкыхъ чжелх определяются 
по формуламъ 

ХпЛу аЬ . , .с^ ^пй^ а -+- 1п<1^ 6 и- ... и- 1пи5 с {тм\. 2) , 
1ий^аЬ. . .с ^Ъ.Л^а -*-1'Л(\^Ь -^ . . .-*-1оА^с (шо(1. 2'"""''). 

3°. Индексы степени опредтьляются по ф(урмулпмь 
1п(11 й" ^ и Гп^^^ а (той. 2) , 
ТпЙдя"^ п1\\Л^а (той. 2'"~'). 



^ 
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Им^я таблицу индексовъ всЬхъ чвсехъ по модулю 2"*, мо- 
жеиъ при ея помощи удобно р^кшать сравнешя вида 

(1) х''=д{тоЛ.2'^). 

ДМствительно, изъ (1) выводимъ 

(2) п1пй^х^1пй^2 (той. 2), 

(3) пIпА^x^^п^^^ (тоа. 2"^"'). 

Если п нечетное, оба сравненхя (2) и (3) им-Ьютъ по одному 
р'&шетю. Решетя эти опред'&ляютъ индексы неизв']^стнаго х; 
по нимъ изъ таблицы отыщемъ прямо х. 

Если же п четное, тогда сравненхя (2) и (3) возможны только 
при условш, чтобы значен1е 1пЙ1 ^ было четное, а Ьк!^ д дели- 
лось на обпцй наибольш1й д']^литель Л чвселъ п и 2^"^^. Смотря 
по тому, будетъ ли это двойное условте удовлетворено или н'Ьтъ, 
сравнеше (1) будетъ им^ть 2(1 р^Ьшешй или ни одного. 



Прпмп^. Принимая за модуль число 64 = 2®, а за осно- 
вате 3, составимъ лв'Ь таблицы, изъ которыхъ первая содер- 
житъ индексы всЬхъ чиселъ по порядку, а вторая даетъ возмож- 
ность по даннымъ двумъ индексамъ опред'Ьлить прямо соответ- 
ствующее число. 
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При помощи этихъ таблицъ предложимъ себ* р-Ьшить 

сравненхе 

а;« = 41 (той. 64). 

Для этого беремъ индексы об'Ьихъ частей и получаёмъ 

6 1М^х^ Ьа^ 41 (той. 2), 
6 Хпйд X = 1пЙ2 4 1 (той. 1 6). 



Изъ первой таблицы находимъ Хпй^ 41=0, Хпйз 41 = 10; 
сл'Ьдовательно им'Ьемъ 

бХпй^л^^О (той. 2), 



6 1пЙ2Ж= 10 (той. 16), 



откуда выводш1ъ 



ХпЙ!^? = О, 1; 
Хпйз^г =7, 15. 

Эти значен1я даютъ четыре различныхъ р'6шен1я для х; всЬ 
они опред'Ьляются непосредственно изъ второй таблицы, именно : 

х= 11, 43, 53, 21. 

104. Возвращаясь къ тому случаю, когда модуль к им'Ьетъ 
первообразный корень, мы обозначимъ чрезъ д и д' два какихъ 
нибудь первообразныхъ корня числа к и примемъ во внимаше 
индексы произвольнаго числа а, взятые разъ по основашю^, 
другой разъ по основанш д^; первый изъ нихъ будемъ изобра- 
жать чрезъ 1пй а, второй чрезъ 1пй /а. 

Положивъ это, мы зам'Ьчаемъ, что р'Ьшенхе сравнешя 



У^ 



можно выразить такъ: 



д ^а (той. к) 



X = Хпй^а. 



>| 
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Съ другой стороны, взявъ индексы об'Ьихъ частей предыду- 

ч 

щаго сраБнешя по основанхю ^, получаемъ 

^ X 1п(1 д ^ 1п(1 а (той. ф (к)) . 

I 

Отсюда, внося на м'Ьсто х предыдущее выраженхе, полу- 
чаемъ 

(1) \\А 1а \\А д ^\\!А а (той. ср(й)). 

Д'Ьлая зд'Ьсь а=^д^ находимъ 
(2) Ъ^^^д 1п\д^ 1 (той. ф(Х:)). 

Изъ (1) и (2) выводимъ , 
(3) 1пй /а ^ 1пй а 1пй /^ (той. ф(А;)). 

Сравнешя (2) и (3) р'Ьшаютъ вопросъ о переход'Ь отъ осно- 
ван1я д къ основан1ю д. На самомъ д'Ьл'Ь, им-бя таблицу съ ин- 
дексами по основаюю д^ мы можемъ изъ (2) опред'Ьлить значеше 
1пй /5^, зат'Ьмъ, умножая на 1пй а^ всЬ индексы въ таблиц'Ь, 
будемъ получать индексы по новому основашю д\ 

Такъ какъ число всЬхъ первообразныхъ рорней есть ф(ф(й;)), 
то, приравнивая последовательно значенхе д всевозможнымъ 
первообразнымъ корнямъ, на основанш (2) .заключаемъ, что зна- 
чен1е 1пй.гд перейдетъ тогда чрезъ всЬ ф(ф(й)) чиселъ < ф(^) 
и простыхъ съ ф(й:). Соответственно этому наименьш1Й положи- 
тельный вычетъ произведен1я 

Тпй^аХпй^.^, 

взятый по модулю ф(Х;), м^няя свое значенхе, достигнетъ мини- 
мума й, равнаго общему наибольшему делителю чиселъ ф(А;) и 
1пй а. Это есть минимумъ значен1я 1пй / а при всевозможныхъ 
основаншхъ д . 




й 



..^ 






:й 



\; 



■Ч, 



Для опред'Ёленц] корня д, относительно котораго \хЛ.- а 
достигаеть означеннаго минимума, сл^дзетъ подобрать число I 
такъ, чтобы сумма 

Представила число Ъ, простое относительно 9((). Это возможно 
всл-Ьдств1е того, что числа 



Тпйо. 



9(Л) 



взаимно нростыя. Тогда искомый кореаь выразится такъ: 
3' = ^ (шоа. <р{Й:)). 



г 



ГЛАВА IX. 

О фуI1Кц^она^ьаы^ь сравЕев1ЯХЪ и о вепрпводпкыкъ функд!лхъ. 

§ I. О Фуввц1яхъ, сраввоыхъ по ройному модулю. Р^Бшс- 
н1е Функц1овадьнаго сравнен1я первой степенв. 

105. Способы изсл*довав1я, приигЬяяемые нами въ предше- 
ствующихъ главахъ, ыогутъ быть перенесены и на функщн; 
мног1е результаты, такимъ образоиъ добытые, представляютъ 
большой интересъ. 

Изображая чрезъ р какое нибудь простое число, а чрезъ Р{х) 
какую нибудь Функц1ю неприводимую по модулю ^), мы согла- 
симся называть функпди ({х) и (-^{х) сравнимыми по двойному 
модулю 1р, Щх)], если разность /"(ж) — /)(л;), по модулю ^), де- 
лится на Р{х) безъ остатка, то ес^^ь если им^Ьетъ м1сто такое 
тожество: 

Пх) — Гг{^) = Щх) ф(л:) -^р\>{х), 

гД'Ь 9(ж) и '^{х) изображаютъ Ц'Ьлыя Функпди («"70). Символи- 
чески это свойство выражаютъ такъ: 

т^Ш, юой.|>,^'(а;)], 

и говорить, что это есть функцгональное сравненге. Функпдя (^{х) 
называется вычетомъ Функцш ({х)^ в наоборотъ. 
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Надъ Функщональными сравненхями позволяется произво- 
дить так1я же операщи какъ и надъ обыкновенными сравне- 
шями: ихъ можно складывать, вычитать, умножать, а также и 
делить съ соблюден1емъ УСЛ0В1Я, чтобы сокращаемый множитель 
не д'Ь.шлся по модулю 'р на модулярную Функцш ^(о^. 

Обозначимъ степень 2^(а?) чрезъ п. 

Разд'Ьливъ по модулю р Функщю До?) на 2^(ж) , полу чимъ въ 
остатке некоторую Функц1ю т{х) степени ниже п; это будетъ 
наименьшш вычетъ Функц1и /*(ж) по модулю []р, 'Р(х)\ . КоеФФИ- 
дхенты въ выраженш наименьшаго вычета можно увеличивать 
или уменьшать на произвольную кратность модуля ^9; всл'Ьдствхе 
этого можно предполагать, что они положительны и <]р. 

Если дв'Ь Функщи ^(х) и ^^х) сравнимы по двойному модулю 
[2?, Ъ'(х)\ , то наименьш1е ихъ вычеты г{х) и г^о^) сравнимы 
просто по модулю ^?, и наоборотъ. 

ФункпДи, сравнимыя по модулю [^7, ^{хУ[ съ одною какою 
нибудь Функщей, сравнимы также и между собой, каждая съ 
каждой, по тому же модулю. ВсЬ он'Ь образуютъ одинъ классъ. 

Число Функщй въ каждомъ классЬ безконечно, но число раз- 
личныхъ классовъ конечно; оно равно числу Функцхй степени 
ниже м, несравнимыхъ между собой по модулю ]р. Ташя Функщи 
получаются изъ общей Формулы 

если давать коеФФИщентамъ значенхя 

О, 1,2,.. .р — 1. 

Сл'Ьдовательно ихъ число есть ^". 
106. Пусть 

(1) ^(^), ^2(^)7. . . ^-1(^) 

изображаютъ веб Функщи степени ниже п, несравнимый между 
собой по модулю р и отличныя отъ нуля. 



г 
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Возьмемъ во внимание какую нибудь Фуекщю Дж), не д'Ьля- 
щуюся по модулю р на Р(х), и обозначимъ соотв-Ьтственво чрезъ 

(2) в,{х),в1х),. . .8^п_^{х) 

наименьшее вычеты провзведен1Й 

т ф), т ФУ, . . . т г^._,(х), 

по модулю [р, Р{х)]. 

Рядъ (2) будетъ толы(о Еорядкомъ членовъ отличаться отъ ( 1 ); 
сл1&довательно им^нъ 

Г{хУ"-^ф)ф). . .г^„_^(х)^ф)ф).. .Г^п_,{Х), 

той. (р, Р(х)). 

Отсюда, сокращая об4 части, получаеиъ 

(3) . . . . П^)^"-' = 1 той. {р, Г{х)). 

Это сравнен1е для фз-нкщй представляетъ то ше что теорема 
Фермата для чиселъ. Отсюда получаемъ, какъ сл4дств1е, сравие- 
н1е 

(4) т^'^т т<А.{р,р(х)), 

которое справедливо для всякой фзнкши /'((г), какъ делящейся 
на Р(х), такъ и не делящейся. 

Переходъ къ частному случаю Да:) = х приводнтъ къ г.!*- 
д}^ющей теорем'Ь. 

Теорема. Всякая функцгя Р[х), неприводимая по модулю р, 
есть ди,шт€ль функцш 

х^ — X. 
по тому оке модулю р. 

Хотя теорема эта и составляетъ какъ будто частный случай 
сравнен1я (4), но въ свою очередь' сравнен1е (4) можетъ быть 
выведено какъ сл'Ьдствее послЬдней теоремы. 



( 



4 
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Это легче всего показать при помощи тожественнаго сравне- 
шя (»^ 74) 

На основанш предыдущей теоремы им'Ёемъ 

х^ ^х той. (р, Р{х)) ; 
всл']^дств1е этого означенное сравненхе приводить къ такому: 

107. Функщональныя сравненхя могутъ содержать Функщи 
неизв'Ёстныя. 
Сравнен1е 



(1)^X^-4- ^,Х 



т— 1 



Ш — 1 Ш 



О, то(1.[2?,2^(а?)], 



гд'Ь А, А^у . . . -4^ как1Я нибудь данныя Функд1И, а X Функц1я 
искомая, называется Функщональнымъ сравненхемъ т-ой сте- 
пени; при этомъ предполагается, что коеФФИц1ентъ А не д'Ьлится 
по модулю р на Р(х), 

КоеФФицхенты Ау А^^ . . . А^ могутъ быть заменены ихъ 
наименьшими вычетами. 

Если Х = {{х) удовлетворяетъ (1), то ему удовлетворяетъ 
также всякая другая Функщя сравнимая съ /*(л?) по модулю 
[Ру Р{х)], ВсЬ так1Я р'бшетя выражаются общею Формулой 

и не считаются за различный. 

Функц10нальное сравненхе первой степени 



(2) 



АХ=\, той. 0,2^(0?)], 



въ которомъ известный членъ равенъ 1 , решается просто по- 
средствомъ ряда посл'Ьдовательныхъ д'бленхй по модулю ^), какъ 
и численное сравненхе вида 

ах^\ (той. р). 
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Но можно р'Ьшен1е выразвть явнынъ образо^гь. На самонъ 
д-Ьл-Ь, такъ какъ по предположен1Ю коеФФиц1енть Л не делится 
по модулю р на Р{х), то им'Ьегь м-Ьсто сравнеше » 

Л^'*^1, той.[р,Р{х)].. 

Оно можетъ быть написано такъ: 

Отсюда видно, что 

Х=Л^"-\ той.[р,Р(х)] 

удовлетворяегь сравненхю (2). 

Сравнен1е »»-он степени можно всегда представить такъ, 
что коеФФИц!ентъ у X"* будетъ равнымъ 1. Ибо, умножая об* 
части (1) на Фуякц1ю В, удовлетворяющую условно 

ЛВ=1, той.[р,Р{х)], 

мы получаемъ сравнен1е вида 

Х'"-^В^Х'"~'-*-. . .-^-В^^О, той.[р,Р(х)], 

равносильное (1), иричемъ В^, В^, . . . В^ взображаютъ соот- 
в'бтственно наииеньш1е вычеты произведен!Й^^Д,^^,...^^В, 
взятые но модулю [р, Р(х)]. 

Такнмъ образомъ сравнете первой степени 

(3) АХ = А^, той.[р,Р(х)] 

во всяконъ частномъ сдуча-б ножетъ быть приведено къ виду 

(4) Х = В, то(1. [р, Г{х)'], 

что прямо даетъ рйшен1е. Крон* (4), другихъ р'Ьшешй сравне- 
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ше (3) им'&ть не мозкетъ; ибо изображая чрезъ Х^ и ^ дв'ё 
как1я нибудь ФункЕци удовлетворяющ1я (3), им^емъ 






АХ 



, той.[р,Р{х)], 



откуда выводимъ 



А{Х^ — Х^)^0, той. [р, Р{х)]. 

А такъ какъ А по предположешю не делится на Р(х), то 

сл^^довательно 

Х, = Х,, тоА. [р, Р{х)]. 

Это показываетъ, что Функцхи Хз и Х^ составляютъ одно 
Р'Ьшеше. 

§ II Теорема Лагранжа. Сл1^дств1Я. 

108. Теорема. Число ргьшетй функгНопальнаю сраенеигя 
не можешь превышать его степени. 

Д'Ьйствительно, если Х^ удовлетворяетъ сравнена 



({). .Х^-4-^,Х 



т — 1 



т 



О, той. [ру Р{х)], 



то разд'Ьляя полиномъ составляющш первую часть (1) на X— Х^, 
получаемъ въ остатке 4>ункщю перем'Ьннаго ж, делящуюся на 
[р, Р{х)]. Поэтому сравнеше (1) можно зам-Ьнить сл'Ьдующимъ: 



(2). .(X — Х,)(Х 



т — 1 



•т — 2 



той. [р, Р(х)]. 



* . . 



^«.-.)^0> 



Отсюда видно, что всякое р'Ьшеше сравнешя (1), отличное 
отъ Х^, должно удовлетворять сравнен1Ю 



т — 1 



в^х 



т — 2 



В^-,^0, той.[р,Р{х)1 



и если разъ доказано, что всякое сравнеше (т — 1)-ой степени 
не можетъ им-бть бол'Ье т — 1 р'Ьшенхй, то гЬмъ самымъ дока- 



г 
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зано, что и всякое сравненхе т-ой степени не можетъ им-Ьтб бо- 
огЁе т р^шенш. Но сравненхе первой степени им^етъ одно только 
Р'Ьшенте; поэтому сравнеше второй степени не можетъ им-бть 
бол-Ье двухъ р'Ьшешй; отсюда въ свою очередь сл'Ьдуетъ, что 
сравненхе третьей степени не можетъ им'Ьть бол'Ье трехъ р'Ьше- 
шй и такъ дал1^е. 

Сд'6дств1е. Если функцгональное сравнеше, по виду т-ой 
степени, 

ЛХ"^ -*- А, Х"^-' -4- А^ Х*"-*^ . . . -4- ^^ = О, той, [р, Р{х)] 



имгьетъ болгье чгьмъ т ргьшенгй, то есть поеффицгенты А, А^, 
-^з, . . . А^ дгьлятся безъ остатка на \^р, 1'{х)\, то есть 

^. = ^1 = ^ = . . . = ^„^=0, той. [г?, 2^(ж)]. 



109. Сравнеше 



— 1 



удовлетворяется всевозможными Функщями, за исключешемъ 
тЬхъ, которыя д'Ьлятся по модулю р на Р{х). Обозначивъ чрезъ 
Х^, ^2, . , . Х,п_1 функцш отличныя отъ нуля, получаемыя изъ 
общей Формулы 

гд'Ь а , «1 , . . .а^ принимаютъ последовательно значенхя 

О, 1, 2, . . .р — 1, 
напишемъ сравнеше 



(I) х^"— \—{Х—Х,) {Х — Х,)...{Х—Х^п^^) = 0^ 

той. [р, Р{х)]. 

Ему очевидно удовлетворяютъ Функд!и 

п. 18 
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между гЬмъ его степень ниже />** — 1 ; поэтому креФФИщенты 
у различныхъ степеней X въ первой части (1) д']^ятся по мо- 
дулю р на Р{х) , и сравнен1е представляеть тожество. 
Д']^лая въ (1) Х = 0, получаемъ 

Х^ Хз Хз . . . Х^л_1 ^ — 1 , той. [р^ Р{Щ> 

Это есть теорема Вильсона для Функщональныхъ сравнен1Й. 
ПО. Обозначая, какъ и прежде, чрезъ п степень 2^(а;), мы 
зам'Ьчаемъ, что всякое Функщональное сравнен1е 

(1) АХ)^0, то^.[р,Р{х)\, 

степень котораго равна или выше р^^ можетъ быть заменено 
другимъ, степени ниже р^. Для этого стоитъ только разд'блить 
({X) на Х^ — X, принявъ X за переменное. Обозначая оста- , 
токъ полученный отъ этого д'Ьлен1я чрезъ ф(Х), а частное чрезъ 
(р(Х), им4емъ равенство 

АХ) = (Х^" — Х)9(Х)-нф(Х), 

прямо показывающее, что всякое рЬшеше сравнен1я (1) удовле- 
творяетъ также и сравненш 

(2).. Ф(Х)^0, то^.[р,Р{х)\, 

равно и наоборотъ. Следовательно сравнеше (2) вполне зам*- 
няетъ (1); между т^мъ степень (2) ниже степени (1). 

Предположивъ теперь, что степень Функщональнаго сравне- 
Н1я ниже р^^ не трудно дох^азать следующую теорему. 

Теорема. Чшобъ фунтгональное сравнеше 

АХ) = 0, той. [р,Р(х)] 

им7ьло столько ргьшенгЩ сколько единит содержится въ его 
степени^ необходамо и достаточно^ чтобы всгь коеффицгенты 
у различныхъ степеней X въ выраженш остатка отъ дгьленгя 
Х^ — Хна ДХ) дгьлились по модулц) р на Р{х). 





На саиоиъ д-Ьл*, обозначивъ чрезъ ^(Х) и ф(Х) частное и 
остатокъ оть дЬ1ен1я Х^ — X на ДХ), вм'Ьеыъ равенству 

(3) Х''"-Х = «Х),.т-нф(Х), 

которое показываетъ, что всё р'Ёшеы1я сравнен1я 

(4) АХ) = О, той. [р, Щх)] 

удовлетворяютъ также и сравнен1ю 

(5) ф(Х) = О, шоа. [р, Р{х)]. 

А такъ какъ степень Функ1ии ф(Х) нвже степени /'(X), то, 
предположивъ, что (4) им'Ьетъ столько р*шен1н сколько единицъ 
содержится въ его степени, приходится заключить, что веб 
кое<1>Фиц1енты въ выражен1Я ^(х) делятся на [р, ^{х)]. 

Остается доказать обратное: если вс^Ь коеФФИГценты въ вы- 
ражеии ф(Х) д-Ьлятся на [р, Р(х)],.то сравнение (4) им'Ьетъ 
тогда столько р'Ьшен1Й, сколько единицъ содержится въ его 
степени. 

Для этого мы принимаемъ во вниман1е равенство (3) и за- 
м'Ёчаеиъ, что сравнен1ю 

(6) ПХ) <р(Х) -- гКХ) = о, той. [р, Р(а^)] 

удовлетворяеть всякая Фувкцхя X, всл4дств1е чего часло его 
р^шен1й равно ^)". Но, по предположешю, всЬ коеФФИц1енты 
въ выражен1и ф(Х) сравнимы съ нулемъ по модулю [р, Р{х)] ; 
поэтому сравнение (6) можно написать проще такъ: 

(Т) АХ) 9(Х) ^ о, той. [р, Р(х)]. 

Отсюда видно, что если произвольно взятая Функщя X не 
удовлетворяеть сравнен1ю (4), то тогда она нав'Ьрно здонлетво- 
ряетъ сравнен1ю 



I 



(8). 



<р(Х) = о, шоа. [р, Г(х)]. 



^ 
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Следовательно, есдибъ сравнеше (4) им^ло меньше р']^шен1й 
ч^мъ единицъ содержится въ его степени, то (8) и&г&ло бы 
больше р'Ьшешй ч']&мъ единицъ въ его степени, всл^^дств^е чего 
в&к коеффищенты въ выраженш <р(Х) должны бы делиться по 
модулю р на Р{х). Но это не им^егь м^ста ; ибо коеФФищентъ 
у наивысшей степени перев1еннаго X въ выражеши 9(Х) ра- 
венъ единиц'Ё. 

Сл^дстихе. Сравненге 



'ГП 



1, шоА.[р,Р{х)] 



тогда только имгьетъ ровно т ргьшенгй, когда т есть дгьлитель 
разности р^ — 1 . 

111. Изъ сравнен1я 



(1) 



1П 



ж^ ^ Ж, той. [р, Р{х)], 



какъ сл^дстЕхе, вытекаетъ 



т 



X 



рЯ*^ 



ж, той. [2?, Р{х)]. 



Действительно, возвышая об* части (1) последовательно 



въ степени р^^ р^^ р^, . . ,р^^ '^'*, получаемъ рядъ сравненхй 



X 



р 



п 



X, 



X 



Р 



гп 



X 



^р^ 



>той.[р,Р{х)], 



X 



рЯп ^р^я—^)*^ 



X' 



откуда прямо вытекаетъ (2). 

Итакъ, если т есть кратное п, то им^етъ м^сто сравнеше 



(3) 



X' 



>т 



а?, той. [р, Р(х)]. 



Но чтобы узнать все случаи, когда (3) имеетъ место, необ- 
ходимо доказать следующую лемму. 
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Лемма. Если г неравно нулю и <,п^ то функцгя х^ — х 
не дтьлится по модулю р на Р{х). 

На самомъ л^з/к^ допустивъ противное, мы будемъ им'ёть 
сравнеше 

(4) х^" = х, той. [р, Р{х)], 

откуда . непосредственно вытекаетъ такое : 

Г{х^')^Г{х\ то^.[р,П<^)], 

причемъ ({х) означаетъ произвольную Функдхю. 
Но, съ другой стороны, мы им'Ёемъ сравненхе 

сл'Ёдовательно 

Г{х)^"^т, тоА.[р,Р{х)]. 

Это приводить къ заключен1ю, что сравненхю 
(5) Х^*"^ X, той. [р, Цх)] 

удовлетворяетъ всякая Функщя X; другими словами, оно им'Ьетъ 
р^ Р'Ьшенш. Но это противор'бчитъ теорем* Лагранжа, ибо сте- 
пень сравнешя (5) ниже р^; поэтому сравнеше (4) невозможно. 
Что и требовалось доказать. 

Теперь легко доказать справедливость сл^&дующей теоремы. 

Теорема. Сравнеше 

х^^^х, той. [РуР{х)] 



тогда только имгьетъ мгьстОу когда число т дтьлится на сте- 
пень функцт Р{х), 

Д-Ьйствительно, обозначая чрезъ п степень модулярной Функ- 
Ц1И, а чрезъ г остатокъ отъ д-Ьленхя т на п, и полагая 
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иы за1ГЁчаеиъ, что сравнеше 



(6) 



X 



р 



т 



X , той. [р, 1'(х)] 



иожно написать такъ: 



{хР^'У^х, шой.[р,Р{х)], 

а это, на основанш вышедоказаннаго, приводится къ схЁдую- 
щему виду: 



(7) 



х^ ^х, той, [р^ Р{(х>)]. 



Обратно, изъ (7) вытекаетъ (6), такъ что эти сравненхя 
вполне зам'Ьняютъ одно другое. Но такъ какъ г<;л, то изъ 
предшествующей леммы сл'Ьдуетъ, что сравненхе (7) илгЬетъ 
м'Ьсто только при г = 0. Сл'Ьдовательно сравнеше (6) им'Ьетъ 
м^сто только тогда, когда т д'Ьлится на п, что и требовалось 
доказать. 



§ Ш. Раздожен1е Функц1и х^""— х на иножнтеди непрнво- 
|1е по модулю р. Сл1^дств1я отсюда вытекающ1я. 



П\1Л 



112. Теорема. Каковъ бы ни быль простой модуль р, функ- 
цгя х^ — X сравнима съ произведенгемъ всгьхъ неприеодимыхъ 
функтй, степени кошорыхъ суть дгьлители числа п. 

На самомъ д']&л^, называя 



им1^емъ 



{(х) = х^ — л?, 



т 



1, (тоЛ.р)^ 



откуда видно, что /\ж) и {\х) относительно простыя по модулю ^р; 
следовательно въ разложеши Функщи х^ ' — х на неприводимые 
множители н^Ьтъ кратныхъ множителей {п^ 75). 

Изображая чрезъ 1^{х) какую угодно неприводимую Функ- 
щю, степень которой д'блитъ п, им^емъ 

х^^ — ж ^ О, той. [р, Ъ'{х)\. 
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х^ — 'X. 



Это показываетъ, что 'Е^о^ входитъ въ составь Функщи 



Обратно, степень всякой неприводимой фз^нкщи, входящей 
въ составь л;^ — ж, есть дЬлитель числа п. Ибо, обозиачивъ 
чрезъ -Р(ж) какой нибудь изъ неприводимыхъ д'Ьлителей Функ- 
щи х^ — а?, им4емъ сравнеше 



уП 



х'^ — Ж ^ О, той. [р, Р{х)'\ , 

на основанш котораго заключаемъ, что п д'Ьлится на степень 
2^(гг)(^Ч11). 

Итакъ, въ составь Функщи х'^ — х входятъ всЬ неприво- 

ч 

димыя Функц1и, степень которыхь д-Ьлить п; кром'Ь этихъ ни- 
как1я друпя функщи въ составь ж^ — ж не входятъ; следова- 
тельно Функщя х'^ -^х сравнима съ произведен1емъ всЬхь озна- 
ченныхъ неприводимыхь Функщй. Что и сл-Ьдовало доказать. 

113. Изъ посл'Ьдней теоремы вытекаеть простой способь 
составлен1я произведен1я всЬхь неприводимыхь Функц1й данной 
степени. 

Действительно, обозначимь чрезъ Ф^ произвёденхе неприво- 
димыхъ Функд1Й п-ой степени, и допустимь, что намь известны 
всЬ функщи 01, Фз, . . . до Ф^_^ включительно. Обозначивь 

чрезъ 

1, п^, п,, . . .п,., п 

всЬ делители числа м, им-Ьемь сравненхе 

х^^'—х^ Ф^ Фп, Фп^. . . Фщ Фп (той. р), 

во второй части котораго Функщи Ф^, Ф^, . . . Фщ известны. 
Следовательно Функцхя х^ — х делится по модулю р безь остатка 
на произведенхе Ф^Ф^. . . Фщ и частное равно искомой Функ- 
щи Ф^. 

Замечая теперь, что . 

Ф^=х{х — 1) {X — 2) . . . {х — р-\-\)^х'^ — ж, (той.!?). 
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мы получаемъ д.!я Ф^ такую Формулу 

. х^* — X . , ^ 
Ф^^-- (той.р). 

х^ — а; 

Сл^дуюпця Функщи можно выразить такъ: 



1 



Фз 


^-^- 


-X 


ф 


х!"- 


-X 




Х'^- 


~х 




х^- 


— X 




х'- 


— X 


л 


_..(-'• 


-х){х''-х) 



и такъ дал'Ёе. Для простаго п им1емъ 

Ф ^ (той. р). 

х^ — X 

Отсюда непосредственно заключаемъ, что число непрвводи- 
мыхъ Функвдй и-ой степени, при простомъ и, равйо 



114. Чтобы составить- выражевхе Функцш Ф^ для какого 
угодно и, мы пред-южимъ себ-Ь найти такую Функцш Ди) Ц'Ьдаго 
перем-Ьннаго и, которая удовлсгворяла бы услов1ю 

(I) А1)(ЫГЫ.. .Г{п,)Г(п) = х^''~х, 

причемъ 1 , «, , «3 , . . . И; , и изображаютъ веб делители числа и. 
Намъ уже известно, какъ решается подобный вопросъ (п" 14); 
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для этого иы рйзлагаенъ яисло п на произведен1е простыхъ 
множителей 

» = 91°' гЛ ■ ■ ■ яУ 



а 


составляеиг 


рядъ частныхъ 








«1 


= 7,' < 


= 1,' < = 


9а 


..., 




«3 


= й;' - 


'=57?.' "' 


= 


м,'' ■ ■ 




«3 


"9,1,1,' 


"' «,«,!.' 




• 















Число чиселъ а,, я/, яД . . . равно очевидно числу соче- 
танш изъ т элеиеитовъ по г. 

[1ола1'ая теперь для сокращен1я 

Щx^'^—x) = {x^^—x) (1?°''— г) {1^^" —х) . . . , 

П (г*"'— х) = {х<^— X) (х^' — X) (ж!*"'— X)..., 



Щх^'" — х) = х^-—х, 
мы им4емъ сл^лующую формулу для искомой функщу С{п): 

Щx>''^—x)П{x^^'—x}Щx/'^—x}... 

Для «^ 1, иа основаиш (1) эаключаемъ прямо 
/•(1) = х'—х; 
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это совпадаетъ съ выражен1емъ Функщи Ф^, даннымъ въ пред* 
шествующемъ номер'Ь; следовательно 

(3) Ф,=т)- 

Для П=2 И1ГЁеМ1> 

Я1)Я2) = ж«*— а;, ' 
И сверхъ того 

Ф^ Ф^ ^х^^ — X (той. р) ; 



откуда заключаемъ 



Ф,Ф,^Г{1)т {той.р). 



Замечая, что Ф^ = /'(1) и сокращая об-Ь части посл-Ьдвяго 
сравнен1я на Ф^, получаемъ 

02= Д2) {той.ру 

Для п = 3 им^емъ 

Ф^Ф^^х^ — X (той. р) 

г{1)т=хр'—х', 

отсюда выводимъ 

Ф,Фз^А1)АЗ) (той.р), 
и, сокращая об-Ь части на Ф^ = Д1), получаемъ 

Фз^АЗ) (той.^>). 

Продолжая полагать дал-Ье м = 4, 5, ... мы убеждаемся 
такимъ образомъ, что для всякаго п имеетъ м^сто Формула 

(4) . . Ф„ = ^^ ^-— ^ '-—^ (той. р). 

П(а:;^ * — х) П{х^ ^ — х) . . . 
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Если обозначимъ чрезъ Х^ , X/, . . . т*)^ члены въ произведе- 

торымъ предшествуетъ знакъ -+-, а чрезъ Хд, \\ . . . тЬ, кото- 
рымъ предшествуетъ знакъ — , то можемъ написать 

(5) ..9(й)= 2X1-2X3, • 

и сообразно съ этимъ Формз'ла (4) можетъ быть представлена ':'Ш 

такъ: 

(6) Ф^=-^— '- (той. р). 

115. Функщя перем'Ьинаго л; , составляющая вторую часть --^ 

посл-Ьдией Формулы, представляетъ ц-влую Функщю не только 
въ томъ смысл*, что Д'6лен1е сл'Ьдуетъ производить по модулю ^р, ^ , 

какъ это зд'бсь подразум'Ьвается, но даже и въ смысл'Ь обыкно- .. 

веннаго д'Ьлешя, такъ что можно написать 

" Щх^^'—х) .] 

Чтобъ удостов-Ьриться въ этомъ, достаточно принять въ 
соображеше нижесл'Ьдующ1я дв* леммы. 

Лемма 1. Если количество х удовлетворяешь двумг уравне- 
нгямъ 

х^'' — х = 0, х^^—х = 0, {а>Ь), 

и если оно не удовлетворяешь никакому уравненгю вида 

■ 

при условги О < с < Ь, то тогда а дгьлится на Ъ. 

ДМствительно, изъ уравненхя х^ — х^О какъ сл'Ьдств1е 
вытекаетъ уравнеше 

хР'"-х = 0, 

при чемъ ^ изображаетъ произвольное положительное число. 






V 
■':'. 






•у 
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Съ другой стороны, обозначивъ соответственно чрезъ д и г 
частное и остатокъ отъ д^лешл а на Ь , уравнеше х^ — ж = О 
можно написать такъ : 



{x^^У• 



х=0, 



что на'основанш предыдущаго приводится къ сл'&дующему виду 

х^''—х = 0. 

Но г<Ь; следовательно г = 0. Это показываетъ, что а 
делится на &, что и следовало доказать. ^ 

Сл^дствхе. Если количество х удовлетворяешь одновре- 
менно двумъ уравненгямъ 



х^—х = 0, х^ —х = 0, 
то оно удов.гетворяетъ и третьему уравненгю 

х^ 05 = 0, 

гдгь й есть общгй наибольшй дгьлитель чиселъ а и а. 

Лемма 2. Каковы бы ни были два числа п и п' <^п^ если 
разложимъ п на простые множители 



^ = ?!"' а^ 



• • 



'ш 



т 



и затгьмъ составимъ произведете 

ф) = п(1 -1) . . . (1 -±) =2Х. -2^.. 

^по, какг въ полииомп 2Х|, такъ и въ полиномгь ^Х^, число чле- 
новъ, дгьлящихся на п, одинаково. 

Справедливость этой леммы проверяется непосредственно. 

116. Переходя теперь къ Функцш 

(1) 



П(х^^—х) 



П(ж**— ж) 



г 



мы обозначимъ чрезъ х — б> какой нибудь изъ лннейныхъ мно- 
жителей ея зиаменагеля, и пусть 

(2) я^Р"— я;:=0 

есть уравнен1е, которому удовлетворяетъ значеше ж ^ о при 
самомъ маломъ показател'6 а, такъ что « не удовлетворяетъ ни- 
каком;- другому уравнен1ю ввда (2) съ показателемъ у ^ больше 
нуля и меньше а. 

Предположввъ это, мы зам-Ьчаемь, что множитель ж — о 
входить въ составь числителя 

съ показателемъ равнынъ числу членовъ полинома 2Х, , д-Ьля- 
щвхся на а, а въ составъ знаменателя 

П(а;У*'— ж), 

— съ показателемъ равнымъ числу членовъ полинома ^Х^, деля- 
щихся на я. 

Но л<и, поэтому на основанш вышеизложеннаго заклю- 
чаемъ, что множитель х — « входить сь одинаковымъ показа- 
телемъ какъ въ составъ числителя Функши{1), такъ и въ со- 
ставъ ея знаменателя. Следовательно Функц1я (1) есть цйлая. 

117. Изъ выражения Функщн Ф„ видно, что ея степень 
равна разности 

1^^ — 1^^\ 

слтЬдовательно чисто веприводимыхъ Функц1й «-ой степени, по 

модулю р есть 

(1) _2^А_2У^ 

Въ частномъ случа'6, когда « есть степень простаго числа ?, 
&е 

(2)- 
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Изъ (1) легко вывести два пред'Ьла для V. Для этого мы за- 
м-Ёчаемъ равенство 

2ч'-2^=«'(.-^)('-^.)---('-йЗ' 

ИЗЪ котораго затслючаемъ: во первыхъ, 

(3) 2Х/ — 2Х,*<п'; 

во вторыхъ, если г > 1 , 

(4)2^'-2ч'г«'(1-5:,)(1-й---('-51> 

Съ другой стороны им'Ьемъ очевидное неравенство 

(^-^Г.)^-'^^)•■•(^-йг)>(^-^)(^-^)(^-^)-•■• 

вторая часть котораго равна 1; следовательно изъ (4) выводимъ 
(5) 2Х/— 2X,'>1>^^ (г>1). 

Переходя теперь къ Формул* (1), мы представляемъ вторудо 
часть въ вид* ряда 



• • • 



Отсюда съ помощью (3) выводимъ 



V< 



п 1о§ р (п 1о§ р)2 (п 1о§ р)' 



п 



п. 1.2 



п. 1.2.3 



• • • 



или 



(6) 



V< 



|)»*-1 



п 



Чтобъ получить НИСШ1Й пред'Ьлъ для числа V, мы зам^чаемъ, 
что разность 2Х^ — 2X3 положительна, всл'6дств1е чего изъ по- 
сл'Ьдней Формулы для V вытекаетъ неравенство 
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Отсюда съ ооиощью (5) выводииъ 

V>!^ 

1о8Р 



2И.1.2 ЗиЛ. 2.3 

ИЛИ 



т ->'- 

Неравенство (7) показываетъ, что число V никогда пе равно 
иу1Ю, и что оно удаляется до безконечностя, если л безпредЬлыю 
возраста етъ. 

118. Отыскиваше неприводииыхъ Функщй по данному мо- 
дулю составляетъ задачу, которую мы не уи'бемъ решать иначе, 
какъ съ помощью посл'Ьдовательныхъ испытаний. Р'бдко удается 
доказать прямо приводимость или неприводимость 1'ункт'н оз- 
в-Ьстнаго вида; потому нижеследующая теорема зас.]уживаетъ 
особаго внимашя. 

Теорема. Если а не дгьлится на р, то функщя 

сгР — жн-я 

неприводима т модулю р. 

Д'Ьйствитедьно, допустимъ противное и воложпмъ 

(1) зР — жн-я^//! (той.р), 

првчемъ /■ изображаетъ неприводимую Функщю стеиекп ниже р. 
Возвысивъ об-Ь части (1) въ степень ^1 находвмъ 

(^) ж*' — ж»'-ня = /^/;Р (той.р). 

Возвысивъ об^ части посл'Ьдняго сравнен1я еще въ сте- 
пень^, находимъ 

(3) а;^' — а:Р'-^-о = Я'V1*'' (той. ^)). 

Продолжая д-Ьйствовать подобнымъ образомъ да.гЬе, мы 
дойдемъ до сравнен!» 

гд-! т равно степени Функц1Н /■. 



I 
I 



^ 
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Складывая почленно сравнешн (1), (2),. . . до т-го вклю- 
чительно н произведя сокраи1ен1я, получаемъ такое Фу11КЦ10наль- 
ное сравнеше: 

х^ — х-*-та^О, той. [С р]. 

А такъ какъ 

ж* — а;^0, той. [/^, р\, 
то сл^Ьдовательно 

та^ О, той. [/", р], 
или, проще, 

та^О (той. р). 

Но это невозможно, ибо ни т ни а не делятся на р ; схЬдо- 
вательно сравнен1е (1) невозможно, что и следовало доказать. 

§ 1\. О повазателяхъ, прииадлсжащнхъ Функц1яиъ по дан- 
ноиу нодулю. 

119. Положйвъ, что Дж) не делится по модулю ^^ на непри- 
водимую Функщю Р(х), составимъ наименьш1е вычеты Фу11кц1Й 

(1) Я»:), Л^Л ГИ', ■ ■ ■ гм», . . . 

по модулю [р, Р(х)] и изобразимъ ихъ соотв-Ьтственно чрезъ 
(2) »-],'-а, '"в, ■ - ■'■„,- • - 

Ни одна изъ Функщй (2) не равна нулю; но есть междз" ними 
повторяющаяся. Пусть 

»•* = ^*. 
причемъ ё > Л; тогда будемъ им-Ьть 

({х)*^т\ шой. [р,ГЩ, 
откуда выводииъ 

Дж)'-*=1, той. [р,Пз>)\ 



.п 
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Сл-Ьдовательно въ ряду (2) есть Функщя, которая равна 1. 
Пусть 

и лоложимъ, что значекъ т есть самый щлый, при которомъ 

г^=^ 1, такъ что ни одна изъ Функцш ^1, ^а» • • • ^ш— 1 ^® 
равна 1; число т, такимъ образомъ опред'Ёленное, есть показа- 
тельу принадлеоюащгй функцш ({х) по модулю [^р^ Р{^)\ 

Положивъ это, и загЬмъ разсуждая, какъ въ предыдущей 
глав'Ь, мы легко удостоверяемся въ справедливости сл'Ьдующихъ 
основныхъ теоремъ. 

Теорема 1 . Если функцгя /*(л?), по модулю [|}, Е{х)\ , при- 
надлежишъ къ показателю т, то наименьшге вычеты функцш 

составляютъ пергодическгй рядъ; пергодъ начинается съ перваю 
члена и содержип^ ровно т членовъ^ между которыми нгьтъ 
равныосъ. 

Сл^дстихе 1. Если функцгя ({х) по модулю [р, -Р(л?)] при- 
надлежит/6 къ показателю ш, то^ чтобы имгьло мгьсто функцго- 
иальное сравиенге 'Ж 

Г{х)*^Г{'^/, тоА.[р,Р{х)], :Ш 







^? 






необо(юдимо и достаточно условге 

г^г (той. ш). 

Сл^дствае 2. Какова бы ни была функцгя Дж), показатель^ 
принадлеоюащгй къ ней по модулю [р^ Р{о(^)] , дгьлитъ разность 
р^ — 1, при чемъ п изображаешь степень Е{х). 

Теорема 2. Если функцгя ({х) по модулю {р^ Е{х)'\ при- 
надлежишь къ показателю т, то степень ({х)* по тому оюе "^ 
модулю принадлежишь къ показателю ^, гдгь Л изображаешь 
общгй наибольшш дгьлишель ш и г. 






'':й 



5^* 



П. 19 >> 



■4ё 







^- 

■г, 
с', 

Г- 

ЛИ' 
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Теорема 3. Если двп функцш ({х) и (^{х) по модулю [р, Р{х)\ 
принадлежать соотвтьтственно кг показателямъ т и т^, то 
можно найти такую функцгю (^{х), которая, по тому оке мо- 
дулю, будетъ принадлеокать къ показателю равному наимень- 
шему кратному чиселъ т и т,. 

Теорема 4. Какоеъ бы ни быль дтьлитель т числа р" — 1 , 
всегда существуетъ ровно (р(т) функцгй, принадлежащизтъ по 
модулю [р, ^(х)] т показателю т. 

Следовательно существуетъ ровно <р{р" — 1 ) Функцш, при- 
надлежащихъ къ показателю р" — 1 . Он* суть первообразные 
корня Функщв Щх). 

Если в есть первообразньтй корень Функщи Р{х), то всякая 
функшя Да;), не делящаяся по модулю р на Р{х), можетъ быть 
представлена такъ: 

С(х) = в"' той. [р,Р{х)], 
првчемъ 

0<т<р" — 1. 

Число т определяется такимъ образомъ вполне; оно назы- 
вается индексомъ функц1Н ({х). Функц1я в служитъ основангемъ 
системы индексовъ. 

Главпыя свойства индексовъ ФункдШ таковы, какъ в свой- 
ства индексовъ чиселъ. 

Чтобъ не повторяться, мы не станемъ входить въ дальн^ё- 
Ш1Я подробности по этому предмету; перейдемъ къ из.1оже1ию 
другой теор1и, которая применяется исключительно къ Функцзо- 
вальнымъ сравнензямъ и, по существу, близко подходить къ 
тому, что было нами зд-Ьсь изложено. 

$ V. О надпоказателяхъ, аринадлежащнхъ еъ Функц1янъ 
по данному модулю. 

120. Какова бы ни была Функц1я {{х), въ ряду 

(1) Г{''Г,Г(хГ';т'',-.-^ 
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всегда найдется такая степень, которая по модулю [р, Р{(с)] бу- 
детъ сравнима съ /'{х). Это очевидно на основанш теоремы Фер- 
мата, по которой им'Ьемъ 



~Г{х)^ = Г{х), шоа. [р, Р{х)1 

Въ случае, если До?) ^ О, той. [р, Р{х)] , на М'Ьсто ' (х) 
можно подставить нуль ; тогда означенный рядъ будетъ состоять 
изъ однихъ нулей, что не можетъ представлять какого нибудь 
интереса. Поэтому-то мы постоянно будемъ зд'Ьсь подразум1Ь- 
вать, что /*(ж) не делится по модулю р на 1^{х). 

Согласившись обозначать чрезъ |л наименьшее число, нерав- 
ное нулю, прг которомъ им'Ьетъ м-Ьсто сравнеше 

ах)^''^а^), шол.[р,Р{х)], 

мы будемъ называть [1 надпоказателемъ ^ принадлежащимъ 
функцт ({х) по модулю [р^ Р{оо)\ 

Въ связи съ этимъ намъ придется различать д'Ьлители Формы 

р^—\ 

на первообразные и непервообразные. Первообразными будемъ 
называть таше, которые не д'Ьлятъ ни одного изъ чиселъ 

р — \^р^ — 1, . . .р^"^ — 1. 

Можно сказать иначе такъ : д'Ьлитель Л Формы р^ — 1 есть 
первообразный или непервообразный, смотря по тому принадле- 
житъ ли число р по модулю Л къ показателю |л или къ показа- 
телю -< (Л. 

Принимая въ соображенхе вышесказанное не трудно дока- 
зать следующую теорему. 

Теорема 1 . Если функцгя ({х) по модулю [р^ Р{^)\ принад- 
леоюитъ къ показателю т и къ наЬпоказателю (и, то т есть 
первообразный дгьлит^ль формы р^ — 1 . 

19* 



_ 292 — 
Д'Ёйствительно, иы тгЬенъ сравнеше 

(б) т^^ П^), той. [р, Р{х)], 

об4 части котораго можно сократить на /"(а;) и написать 
Яж)*'''-' — 1 , той. |>, ^'(з:)] . 

Отсюда схбдуетъ, что разность р** — 1 д-Ьштся на т, ибо 
/■(я) првнадлежвтъ къ показателю т. 

Остается показать, что т есть первообразный д-Ьлитель раз- 
ности ^г"^ — 1. Для этого допустимъ противное, пуст11 т д-Ьлитъ 
^ — 1, при ченъ |).' < {х. На основанш сравнен1я 

^' — 1 ^0 (той. т) 
эаключаеиъ 

{{х)^~^=1, той.[р,Р{х)], 

откуда выводимъ 

. Яа:^'''' = Г{х) , той. [^1, Р{х)]. 

Но посд^Ьднее сравнен1е противоречить предположетю, что 
р. есть самое «алое число, при которомъ имеетъ м^сто (5); сле- 
довательно т есть первообразный делитель Формы ^ — 1 , что 
и следовало доказать. 

Сл'Ёдств1е. Надпоказатель ^, къ «опитому щшнадлежитъ 
прог*звольно взятая функцгя ({х), есть дчьлитеАь степени моду- 
лярной функцш. 

Ибо, по известному свойству показателя т, иийемъ 

р^ — 1 ^0 (той. т); 

а такъ какъ р но модулю т првнадлежвть къ показателю [1, 
то п делится на р.. 
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Теорема 2. Если [». есть надпоказатель, къ которому при,- 
наджжитъ функщя ({х) по модулю [р, Щс)}, то 'рядъ наимень- 
тихъ вычетовг степеней 




т, я^^?, т"', ■ ■ ■ т"'^', т^ 

по тому же модулю, есть пергодическгй} пергодъ начинается 
съ первого '(леж* « содержите ровно [ь членовъ; есть члены въ пе- 
ргодп, различны и ни одинг не равенг 1 , если только функтя /(х) 
не сравнима съ единицей. 

На самом!) Д'Ьл*, такъ какъ, по предположетю, пм'Ьемъ 

^(х)р''={(х), шой.[р,Р{х)], 
то 

^{х)р''^^= Г(хУ\ той. [р, Р{х)\. 

Отсюда ВИДНО, что вычеты функщй 

(6) т,г(хг,...т^\..-_ 

образуютъ пер10дическ1Й рядъ, что перюдъ начинается съ пер- 
ваго члена и содержимъ р. членовъ. 

Чтобы доказать теперь, что въ пер10Д'1 н*тъ двухъ равныхъ 
членовъ, мы допустимъ противное: 

((х)^* = ((х)^\ той. [р,^'(ж)], 

гд'Ь г < »' < [1. Возвышая об* части въ степень р, получаемъ 

({хУ*^^=({х)Р^'*'\ тоА.[р,Р{х)\, 

' Возвышая еще об* части въ степень р, получаемъ 

({х)^'^''=({хУ*'^\ той. о, ^-(2;)] 

и т. д. Следовательно 

({ху^*~*'= Да;)*"", той. [р, Щх)\, 
или у 

({х?^~^^^^({х), шоА.{р,Р{х)], 



{ 



^^Ш ЧТ01 

Р 

РСГ- <;]>ав 
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что невозможно; 160 показатеп. [л — {г — !)■< ц, С.тЬдовательно 
пер10дъ д'Ьйстввтедьно состоять изъ разлчяыхъ членовъ. 

Остается еще показать, что вя одна нзъ Функщй (6) не 
с]>авшша съ 1, 

Изъ сравнен1я 

[ 11х)^*=1, той.[р,:р'(х)} 

к' вытекаеть, что р Д'Ьлггся ва »»; схЬдоватедьно т есть степень ^>. 

\ Но, съ другой стороны, т есть д-Ьлитель р" — 1 ; поэтому сл'Ь- 

I. Д5'е'гь положить т^1. Это приводетъ къ заключенш, что 

^у Итакъ, есга Дл^) не равна 1, то ни одинъ члсвъ въ ряд;- (6) 

" не сравнимъ съ 1. 

к Наша теореиа такимъ образоыъ доназана вполн-^. 

г Сл'6дств1е. Если гш/ьетъ м}ьсто функтонадьное сравненге 

то им>ьетъ мпсто и числовое сравненге 
^^^" (шой. р.). 



§ VI. Число Функц1й, прннадлежащнхъ еъ данному над- 
показатслю. 

121. Обозначая чрезъ п степень неприводимой (по модулю;)) 
ФУнкши Р{х\ а чрезъ [д. какой нибудь д^Ьлитель числа и, мы по- 
к!шеиъ какъ опредй1яется число Фуикц1й, првнадлежащпхъ, по 
модулю [р, Р(х)'\ , къ надпоказателю ^л. 

Легко зам'Ьтить, что искомое число есть кратность [ь. На 
самомъ д4л*, допустивъ что X прннадлежятъ къ надпоказа- 
телю 1>., мы зазгЬчаемъ, что X удовлетворяетъ сравнешю 

Х^=Х, шод.О,Р(а;)], 
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- а тЬмъ самымъ и сравнению 

<1) Х^''-'= I , той. [р, Р(^х)], 

ибо X, по 11редположен1Ю, не дйлится на Р'(х). 

Съ другой стороны, такъ какъ (л делить п, то ^/ — 1 д|;- 
литъ })" — 1 , и (хгЬдовательно Функц1я 

д'Ь.татъ 

вс.ч'Ьдств1е чего заключаеиъ, что сравнение (1) иягЬетъ ровно 
р^- — 1 р-Ьшееш (и* 110). Межд;' ними Сл'Ьдуетъ пскать вс'1; 
функц1В, 11ринадлежащ1я къ надпоказагелю [х. 

Еслибъ между корнями сравнешя (1) не было ип одного, 
принадлежащаго къ надпоказателю ц, тогда пришлось бы .за- 
ключить о несуществованш Функцга, пранадлежащнхъ къ над- 
показателю [1.: ихъ число равнялось бы тогда нулю. Но еслп 
допусгииъ еушествован1е одной Функц1и X, принадлежащей къ 
надпоказателю (х, то сейчасъ заи^чаемъ, что и всЬ Фупкщп 
въ ряду 
(2) Х,ХР,ХР\. . . Х^""' 

принадлежать къ надпоказателю (х; он'Ь различны в удовлетво- 
ряюгь сравнен1ю (1). 

Сл'Ьдовательно, если искомое число не равно н^■л^о, то оно 
или равно ц, или больше II.. Допустинъ, что оно больше [1., п 
пусть Х^ есть Функц1я не содержащаяся въ (2), но прп!1адле- 
жапхая къ надпоказателю н-. Тогда всЬ Функцш въ ряд}- 



1 



(3). 



х„ х,', х/ , 



. V 



будутъ принадлежать къ надпоказателю р.. Он^1 различны не 
только между собою но и по отношенш къ (2); ибо изъ сравнен1я 
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выводимъ 



или 



^2)Л^^^,«м-1— » 



, то(1.[р,Ла;)], 



•г • 



X, = Х^""*"' * , той. |>, Дж)] , 

откуда сл'Ьдуетъ, что Х^ содержится въ (2), что противор-Ьчить 
предположешю. 

Если теперь допустимъ, что кром* (2) и (3), существуетъ 
еще одна какая нибудь Функцхя, принадлежащая къ надпоказа- 
телю (X, то подобно предыдущему мы обнаружимъ существова- 
Н1е еще II. новыхъ Функщй, принадлежащихъ къ надпоказателю II. 
и т. д. На основан1И этихъ разсуждешй мы приходимъ къ заклю- 
чешю, что число Функцхй, принадлежащихъ къ надпоказателю II., 
равно одному изъ чиселъ 

О, 11, 2\1, 3|1., . . . , 

не превышающихъ пред'Ьла р^ — 1 . Это число можетъ быть 
поэтому представлено въ вид'Ь произведен1Я \^0{^)у гд* 0{^) 
изображаетъ ц'Ьлое число, зависящее отъ [1. 

122. Теорема. Число функцш, принадлежащиссъ къ надпока- 
зателю (Л равно произведенгю чгссла ^ на число неприводимыхб 
функцш степени [х. При этомъ предполагается, что [1 есть 
дгь^гитть степени модулярной функцш. 

« 

На самомъ д'Ьл'Ь, всякая Функция X, удовлетворяющая 
сравнешю 

(1) . . ... Х^^-^=1, той. [р, Р{х)-\ * 

принадлежитъ къ надпоказателю ^\ д'Ьлящему число [1; ибо 
изъ (1) выводимъ 

Х^''=Х, тоА.[р,Р{х)\, 



а отсюда заключаемъ 



[1. ^ О (той. ^). 






V 
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I Обратно, всякая Функшя X, принадлежащая къ надаока.9а- 

I телю (х', равЕюму одному изъ дтЬлнтелей числа ц, непрем-Ьппо 
удовлетворяетъ (1); ибо Функщя ХР ~' — 1 д'блится тогда б<-зъ 
остатка на Х^ ~ — 1 . 

Изображая чрезъ X, X', X",.- . . веб делители числа ц, на 
основан1И вышесказавнаго заключаемъ, что число Функщй, при- 
надлел^ащпхъ но мод^'лю [р, 'Е{%)\ къ цадиоказателямъ X, X', X", . . . , 
равно числу р^^шенш сравнен1я (1), то есть ^)*^ — 1. Это моншо 
написать такъ: 

(2) 2Хй^{Х)^г)^— 1, 

ирнчемъ знакъ суммы простирается на всЬ д-Ьлители X, X', X", . . . 
чиста ^л. 

Изъ (2) получается общая Формула для вычислетя 0\'^). 
_ Для этого мы разлагаемъ ;«. на провзвед€Н1е простыхъ мно;кп- 
телей 

И составляемъ выражение для ({>(1х) 
,(„ = ,(,_^)(,^1)...(,_1)=2^._2.. 
На основа[1!и известной нанъ теоремы ш^лжъ 

отсюда 

(3) .м = ^^^^. 

Сравнивая эту Формулу съ (1) м" 117 ны видимъ, что зна- 
чение (9(1».) равно числу Функций ц-ой степени, неприводииыхъ 
по модулю р. Это доказываетъ справедливость нашей теоремы. 

1 23. Теорема I . Шли по модулю [р, Р{х)'\ функцгя Х^ щт- 
надлеокитъ къ надпоказателю (л, то наименьшгй вычетъ пронз- 

(X — X,) {X — ХР) (X — Х/") ... (2 — Х/**"') 




^ 



^ 
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предсттляетъ функтю [1-ой степени {(Х), зависящую оть 
одного только перемгьннаго X, » неприводимую по модулю р. 
Полагая 

{Х~Х,){Х~Х^^) . . .{Х-Х}'^~')= х^-к^х^-' ^ . . .±К^, 

Е№Ьемъ 

{{) л; = 2Х1^°'хр"*. . .х,^'*', 

гд-6- знакъ суммы простирается на всевозможный сочетак1я 
«л а^,. . .«(, составляемыя изъ [^ элементов-ь 

О, 1, 2, . . .11—1 

по I. Возвышая об'Ь части (1^ въ степень ^), получаемъ сравнете 

(2) . . . К,?^ 2Х/'Х,*^\ . .Х»^\ той. [^^, Щх)], 

гд-б 

Знакъ суммы въ посл^днемъ сравненш простирается на всЬ 
сочетан1я р,, р^,. . .^^ изъ чиселъ 

1. 2, 3, . . .р., 
по г; но такъ какъ 

ХР^=Х^, тоА.{р,Р{х)'\, 

то ясно, что на м'Ьсто элемента [^ можно въ (2) писать нуль, 
всл'&дств1е чего можно ярямо сказать, что знакъ суммы въ (2) 
простврается на всЬ сочетания Р(, р^, . . . р^ взъ элементовъ 

О, 1, 2,. . .ц — 1 

по {. Принимая это во внвмав1е, изъ (1) и (2) заключаемъ 

К^^^К^, тйА.[р,Р{х)\, 



1 
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откуда видно, что каждый изъ коеффицхентовъ К^^ К^^ . . .К 
сравнимъ по мод>'лю [р^ Р{о(^)] съ однимъ изъ корней сравненхя 

Х^ = Х, той. [р,Р{х)], 

то есть съ однимъ изъ чиселъ 

О, 1, 2, . . .р — 1. 

Сл'Ьдовательно наименьш1Й вычетъ каждой изъ Функвдй 
^К^, Яз, . . . -К" есть чгссло; а это покйзываетъ, что наименьш1й 
вычетъ Функщи 

• (3) (Х—Х,) (Х--ХЛ . . . (х—х,^-), 

взятый ПО модулю [Ру Р{х)]^ не зависитъ отъ перем'Ьннаго х. 

Обозначая чрезъ /*(Х) наименьшхй вычетъ произведенхя (3), 
намъ остается теперь доказать, что по модулю р Функщя ^{х) 
есть неприводимая. Допустимъ противное; пусть 

Я^) = Ш Ш (ваой. р). 
Функц1я Х^, удовлетворяя сравненш 

Г{Х) = о, той. [>, Щх)] 
удовлетворяетъ гЬмъ самымъ и сравйен1ю 

отсюда сл^дуетъ, что она удовлетворяетъ по крайней м'Ьр'б 
одново^ изъ сравнешй 

(4) Гг{Х}^0, той. [р, Р{х)], 

(5) иХ) = 0, тоЛ.[р,Р{х)1 

Допустимъ, что 
(6) аХд = 0, той. Ь>,Р{х)], 



^^_ -- . 
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я возвысииъ о&Ь части сравнешя (6) въ степень У; получаенъ 

ах/) ^ о, тоа. [р, Р{х)1 

Результатъ этотъ показываетъ, что Функц1Я Х^ удовле- 
творяетъ (4). А такъ какъ г изображаетъ произвольное число, 
то (^довательно сравнещю (4) удовлетворяютъ Функ1;1И 

который всЬ различны по модулю [р, Р{х)]. 

Но зто невозможно, ибо степень (4) ниже (д.; сл']&довательно 
невозможно и начальное наше предположен1е, что Функщя (^{х) 
разлагается по модулю р на произведете двухъ Функщй. 

Теорема 2. Если функщй Р{х) и ({х) неприеодимы по мо- 
дулю р^ первая П'Ой^ вторая ^-ой степеик^ и если (д. дтьлитъ п, 
то существуетъ такая функщя Х^ , принадлеокащая по модулю 
[|), 2^(ж)] къ надпоказателю {д., для которой будешь импть 
мтьсто такое тожественное сравненге 

ах) = (х-х,) (X— ад (х—х,^') . . . (X— х,^''"^ 

той. [|?, Р{х)]. 

Действительно, такъ какъ степень Функцш ДХ) делить п, 
то следовательно ДХ) делить по модулю р Функщю 

Х^**— X; 

а это показываетъ, что сравненхе 

(7) ЯХ) = 0, тоА.[р,Р{х)] 

им^отъ ровно II. р^шенш. 

Изображая чрезъ Х^ одно какое нибудь решен1е сравне- 
Н1Я (7), мы заключаема прямо, какъ при доказательств* пред- 
шествующей теоремы, что каждая изъ Функщй въ ряду 

Т у Р 1Г Р^ у р^ 1 
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удовлетворяетъ (7). Отсюда сл^дуетъ, что Х-^ не можетъ при- 
надлежать къ надпоказателю большему, ч-бмъ [х, ибо число кор- 
ней (7) не можетъ превышать р.. 

Допустимъ, что Х^ принадлежигь къ надооказателю [1'< [ь; 
тогда наш1еньш1Й вычетъ произведен1я 

(X— X,) (X— Х*) . . . {Х—Х/^~') 

представитъ Функц1Ю /^(Х), |1'-ой степени и неприводимую по 
модулю^. 

Разд'Ьливъ по модулю р Функщю {{X) на {^{Х), и обозва- 
чивъ частное чрезъ ^, а остатокъ чрезъ <р(Х), будемъ им'Ьть 
тожественное сравненхе 

(8) ях) = /;(Х)13-кр(Х) (тоа.й, 

и сравнение (7) можетъ быть написано такъ: 

(9) ^,{Х)д-^9(Х) = о, шоа. [р, Р{х)]. 

Каждая изъ Функцхй въ ряду 

Х„ ХР, ХР\ . . . х^^'~^, 

удовлетворяя сравнен1ю (7), 'Т^мъ самымъ удовлетворяетъ и (9); 
но ов^ очевидно удовлетворяютъ также сравнен1ю 

^,(Х) = О, тоа. [р, Да;)], 

следовательно он'Ь удовлетворяютъ сравнен1ю 

1р(Х) = О, той. [р, Р{х)]. 

Съ другой стороны, степень Функщи (р(Х) ниже (л', такъ 
что число р'Ьшеп1Й посл-1дняго сравнения превышаетъ его сте- 
пень; поэтому всЬ коеффнпденты у степеней X въ выраженш 
9(Х) Д'Ьлятся на р, и сравнен1е (8) приводится къ такому 
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Но это противоречить предиоложешю, что Функц1я Дж) ее- 
приводвиа ЕС модулю р. Сйдовательно предположен1е V•'<V■ 
невозможно. 

Итакъ, надпоказатель, принадлежащей Функц1И X, но мо- 
дулю [р, Р(х)], не можетъ быть ни > [«., ни < [г; поэтому онъ 
равенъ ^. 

Принимая теперь во внвиаше сраввенге 

(10) ЯХ)=(Х— X,) (X— ХР) (X— Х,^У . .(X— Х**^"'), 
тод. [р, Р(х)] , 

мы зам^Ьчаемъ, что степень его ниже (ь, между тЬмъ оно им1жп. 
и. р^шенШ , „_, 

X,, Х? Х,Л . . . Х**^ '; 

поэтому сравнен1е (10) представляетъ тожество относительно 
перем'Ённой X. Что и требовалось доказать. 

Сл^Ьдста1е. Оравненге 

/■(X) = О, той. [р, 1'{х)\ 
имгьетъ ровно ^ ртиетй; они могрпъ быть написаны такъ: 

Х„Х»,Х,^\. . .Х^~\ 
при чемъ Х^ из(^ражаетъ одно какое нибудь изъ ихъ числа. 

124. Обозначивъ, какъ выше, степень модулярной Функцш 
1'{х) чрезъ п, и взявъ во внимаше какой нибудь дЬлитель 1». 
числа п, изобразимъ чрезъ {{х), (^{х\ . . ./!._, (ж) всЬ Фуикцш 
(ь-ой степепи, неприводимый по модулю р. 

Каждое изъ сравнен1й 

Г{Х)^а 
ах)^о 



(1). 



/;_.(Х) = о 



той. {р, Ъ'{х)'\ 
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им-Ьетъ ровно 1>. рйтен1й, и никакое р'Ьшеше не можетъ удовле- 
творять бол^е ч1".мъ одному сравнешю (1). Ибо допустивъ, что 
Х^ удовлетворяет-ь обоимъ сравнешямъ 



мы имЬла бы тожества 
{^^,X) = {Х-Х,) (Х-Х^^). 

^^^x)^^x^x,){x~xр). 

откуда вытекаетъ сравнение 



ах)^о, 



шой. [р, Р(х)] , 






^,-, ^той.[р,1'{х)], 



аХ)^Г^{Х) {той.р), 

показывающее, что Функц1и /"Да:) и {^(x) тожествен[1ы по мо- 
дулю р; но это противор'бчитъ предположен1ю, что г ве равно ]. 

Г-Ьше1пя сраваен1Й (1) представляютъ Функщи, првнад-тежа- 
Щ1Я ПО мо;]^лю [р, ^^(ж)] къ надпоказателю [ь, и, наоборотъ, 
изъ теоремы 1-ой предыдущаго номера сл^дуетъ, что всякая 
функщя, принадлежащая къ надпоказателю [ь, удовлстворястъ 
непрем'Ьнно одному изъ (1). Следовательно совокупность всЬхъ 
р'6шен1й сраввев1й (1) представляетъ собой веб Фуш;ц1и, при- 
надлежащ1Я по модулю [р, Р{х)] къ надпоказателю ^. Отсюда 
прямо видно, что число Функщй, принадлежащихъ къ надпоказа- 
телю [1. равно, р. V, гд-Ь V изображаетъ число ФункщЙ [л-он сте- 
пени, неприводимыхъ по модулю р. Такимъ образомъ вновь до- 
казана теорема п° 122. 

125. Если намъ будутъ изв'Ёстны одна какая либо неприво- 
димая Фуикц!я Р{х) п-ой степени и первообразный корепь Л 
этой Фуакщи, то тогда можно составлять прямо всЬ пепрпво- 
дииыя функции, степень которыхъ Д'Ьлитъ я, — вотъ какимъ 
образомъ. 

Пусть р. изображаетъ какой угодно делитель числа и; оты- 
щемъ всЬ первообразные д'Ьлители Формы ^ — 1 н обозиачимъ 



^ 



одинъ изъ нихъ чрезъ т. То что будетъ зд'Ьсь сказано объ т, 
слгЬдуетъ отнести н къ прочимъ д-Ьлителяиъ. 

• Такъ какъ ^»'' — 1 очевидно Д'блитъ 2)" — 1, то можно поло- 
жить 

р*' — 1 = Йт. 

Обозначая дал^е чрезъ I, т^, т^, . . . веб числа, простыя 
съ т и не превышаюшдя т, в полагая 

В^А"*, той. [р,Р{х)], 

ны опред'11Лииъ ваименьшШ вычетъ по модулю [р, ^{х)] каждой 

изъ ФуНКЦ1Й 

В, В"*!, 5"'», . . . 

Получимъ такимъ образомъ ф(т) различныхъ Фуик^й, при- 
надлен1ащихъ къ надпоказателю II. Прод'Ьлавъ то же самое съ 
прочими первообразными делителями Формы ^^ — 1 , мы будемъ 
ивгЁть ВСЁ Фуыкщи, принадлежащ1я къ надпоказателю [х. 

Посл-Ь этого мы распред-Ьлимъ вхъ на группы, по ^ Функцй 
въ каждой, и, пользуясь теоремой 1-ой п" 123, составвмъ изъ 
каждой группы соотв'6тств}'юшую Функцио [х-ой степени, непри- 
водимую по модулю р. 

§ \11. Распред^Блев1е непрюоднныхъ ФунЕц1й по порядкамъ. 
Число непрнводнныхъ Функц1й п-ов степени и т-го по- 
рядка, 

126. Изв'бстао, что всякая функщя Р(х), неприводимая по 
модулю р, д-Ьлитъ функцию 



гд'Ь п есть степень Щх). Если предположить, что Функц1я Р{х) 
отлична отъ х, то можно сказать, что Р{х) делить Функцйо 



Следовательно, всегда существуетъ такое аначенге т, при 
которомъ ФуНКЦ1Я 



-1 
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Д-бЛЙТСЯ по модулю р на данную неприводимую ФуНЕЩ1Ю ^(х). 

Особеннаго внимашя.заслуживаетъ самое малое число»», при 
которомъ (1) дйяится на Р(х); мы будемъ называть его поряд- 

КОМЪ ФуНКЦ1И Р{х). 

Следовательно порядокъ Функщи ^^(ж) есхь ничто иное, какъ 
показатель, къ которому принадлежитъ х по модулю [^), ^^'(;^1] ; 
поэтому порядокъ ш функции 'Е{х) есть первообразный Д'Ьлитель 
Формы ^з" — 1 (теорема 1, »" 120). Это, впрочемъ, легко зам")^;- 
тить прямо: еслибы число т д'блило Форму р^ — 1 при »'< п, 
то тогда Функщя ж*" — 1, а тЬмъ самымъ и Р{х) Д'блила йы 
Функцш а;*" — 1, что невозможно. 

Порядокъ Функщи вполн'б онред'бляетъ собой ея степень, по 
обратно нельзя сказать. 

127. Обозначивъ чрезъ т какой нибудь первообразный д-Ь- 
литель Формы ^»" — 1, мы зам'Ьчаемъ, что въ разложенга я;*" — 1 
на неприводимые множители по модулю р будутъ входить так1я 
только Функц1и, порядокъ которыхъ д^Ёлитъ число т. 

действительно, положивъ 

(1) ж*"— 1 ^ Г, Гз . . . Г^ (той. р), 

. и обозначивъ чрезъ т порядокъ какой нибудь изъ Функп.1й V, 
наприм^ръ У^у им^емъ 

а;"* — 1 = О, той. [р, Г,], 
а;"' — 1 = 0, той. [р, 7^] , 

откуда заключаенъ, что число т должно делиться на т'\ ибо, 
по модулю [р, К,], X прииадлежитъ къ показателю т'. 

Шоборотъ, всякая неприводимая Функщя Т, порядокъ ко- 
торой т' д-блнтъ ж, содержится въ ряду У-у, У^, . . ,У^. Ибо 



I 



^ 
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тогда х*"' — 1 д'Ьлтъ ж"—!, а такъ какъ Г д-Ьлитъ а;'"' — 1, 
то сл^доватмьно Кбудетъ д^лителеиъ ж" — 1. 
Итакъ, совощ/пность функцгй 

т к„7„...г, 

щаедставАяеть есть функцш неприводымыя по модулю р, поря- 
докъ которых^ есть дгьлитель числа т. 

Понятно, что степень каждой изъ Функц!й (2) д-к1итъ п. 

Согласившись изображать чрезъ ф^ произведение вс4хъ 
неприводиныхъ фуикц1Й т-го порядка, мы иоасемъ сравнен!е (1) 
написать такъ: - 

(3) а,«_ 1 = пф^ (шоа. р), 

гд'Ь знакъ проязведен1Я простирается на веб д'Ьлители Л числа т. 

На основан1И разсужден1Й подобныхъ тЁмъ, которыми мы 

пользовались въп" П 4, мы И1кг6емъ возможность, псходя изъ (3), 

написать прямо выражете Функп1и ф,,,. На саномъ д-Ьл4, полагая 

(р(т) ^2»(, — 2»»^, 
и1ГЁемъ 
/л\ ' 1 П(л;'"' — 1) , , , 

<« +"=й(,^;=1) <"'•'"■ 

Зд^сь знакъ произведения простирается: въ чпслител-6 на 
ВС* значен1я т^, а въ знамевател^Ь на вс! значения т^. 

Функц1я (4) есть Ц'Ьлая, не только въ томъ случа'Ь, если 
производить^ Д'Ьлев1е по модулю р, но и въ обыкновенномъ 

СИЫСЛ'Ё, 

Чтобъ доказать это мы прежде всего зам-Ьтниъ, что ест 
какое нибудь количество х удовлетворяетъ уравнен1ямъ 

3^=1, а;*=1, 

и притомъ 5 есть самое малое положительное число для кото- 
раго им*рмъ х' ^1, то тогда г непременно делится на 5. Ибо 
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обозначая чрезъ а остатокъ отъ д'Ёлетя г на 5 и полагая 

/ 

N 
• } 

ЧТО на основанш предыдущаго уравнен1я приводится къ виду 

а такъ какъ а < 5, то сл-Ьдовательно а = О, то есть г = 5^. 

Обозначивъ теперь чрезъ а любой корень Функщи Т[{х^^ — 1), 
мы назовемъ чрезъ $ самый малый положительный показатель, 
при которомъ им'Ьетъ м1Ьсто уравненхе а* = 1 . Въ составъ каж- 
дой изъ Функщй 

множитель X — а будетъ входить съ показателемъ равнымъ 
соотв'Ьтственно числу чиселъ ш^ или ш^^ делящихся на 5. Но 
5 <; т и потому число чиселъ, какъ перваго, такъ, и втораго 
рода одинаково; схЬдовательно множитель х — а ъъ выраже- 
нш (4) сократится вполне. А такъ какъ х — а изображаетъ 
любой множитель, входяпцй въ составъ знаменателя Формулы (4), 
то сл'Ьдуетъ заключить, что Формула (4) представляетъ ц'Ьлую 
функщю. 

128. Обозначая чрезъ р число неприводимыхъ Функпдй 
Ш'ТО порядка, и замечая, что степень каждой изъ такихъ Функ- 
цш равна п , мы заключаемъ на основанш выражешя Функщи ф^ , 

(I).-- Р. = 4^. 

Формула эта даетъ возможность узнать на сколько неприво- 
димыхъ множителей разлагается Функщя 

т 1Ь ' = "(^''''— ^) 



по данному модулю р^ простому съ т. 



20* 
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Какъ (^тЬдств1е изъ (1) вытекаетъ следующее предложеше. 
Чтобы функтя 

П(а:"''-1) 

П(я™»— 1) 

была неприводимою по модулю р, простоять сг т, необходимо 
м достаточно, чтобъ р было первоо^мтшмг корнемг числа т. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что если число т не им'Ьетъ первообраз- 
наго корня, то Функщя (2) будетъ приводимою относительно 
всякаго модуля р, не д^^ящаго т. 

129. Въ частномъ случае, когда т делится на;;, Функц1Я ф^^ 
теряетъ прежтй смыслъ. Посмотримъ, что она будетъ тогда 
представлять. 

Положивъ 

(1) т = т'р", 

приченъ т' не д'Ёлится на р, и опред'1ливъ числа т\ и т'^ по 
Форв^л^ 

(2) г?{т) = 2т\ — 2т'^, 

иы возьмеиъ во внииаше Функщю 

(3) +.' = 5^^\ 

которая но модулю р представляетъ произведете всбхъ непри- 
водимыхъ функцгй т'-го порядка. 
Ии^емъ 

^' П(а;™'1— 1)*" ' П(;с'"'»— 1)^' 

что на основан1И известной теоремы приводить къ следующему 
тожественному сравнешю: 

(4). . . фР:-(.-.)^п(.';>;-1)П(."-.''--1) ^^^ 
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Съ другой стороны, полагая 



изъ (1) и (2) получаемъ для опред'Ьлетя совокупности чиселъ 
т^ и т^ тамя Формулы : 

Отсюда заключаемъ, что Формулу (4) можно написать такъ: 

»» ПСж""*— 1) 



или, что одно и тоже, 

(б) ^^^^^-'^-'и^ой.р). 



Эта Формула даетъ искомое разложенхе Функц1и ф^. Отсюда 
сл'Ьдуетъ, что для того, чмобы фуннцгя ф^ была неприводима 
по модулю р, дтьлящему т, необходимы и достаточны два 
условгя: 

\\ 1)=2, а=1; 

2*. модуль 2 долженъ быть первообразнымъ корнемъ числа т\ 

Принимая во вниманхе посл1Ьдшя условхя и то, что было ска- 
зано ран'Ье о Функц1и ф^ , мы заключаемъ, что если т не имгьетъ 
первообразныхь корней, то функцгя ф^ есть всегда приводимая, 
каковъ бы ни быль модуль р. 



130. Примгьръ. Опред'Ьлимъ порядокъ и число неприводи- 
мыхъ Функщй разныхъ порядковъ въ н^Ьсколькихъ простбй- 
шихъ частныхъ предположен1яхъ, относящихся къ модулю р 
и къ степени п. 

1^ 1)=2, п = 2. Въ этомъ случа'Ь Форма 2^ — 1 = 3 
им'Ьетъ одинъ только первообразный делитель, именно 3. 
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Число непрвводимыхъ Функц1й третьяго порядка есть 



Следовательно въ разсматриваемомъ случае существуетъ 
одна только неприводимая Функц1я; она есть третьяго порядка 
и определяется по Формул* 

2'. р=:2, п^ 3. Форма 2' — 1 = 7 им^егь одннъ только 
первообразный делитель, именно 7. Число неприводимыхъ Функ- 
щй седьнаго порядка есть 

следовательно существуетъ всего только две неприводимый 
функцш; обе оне седьмаго порядка. 

З'.р = 2,п^ 4. Первообразные делители Формы 2*— 1 ^1 5 
суть 5 и 15. Инеемъ 

Число всехъ непрвводимыхъ Функщй равно 3. Одна только 
взъ ихъ числа есть пятаго порядка, именно: 

А". р^2, и ^ 5. Форма 2* — 1 = 31 имеетъ одинъ только 
первообразный делитель 31, следовательно все неприводимыя 
функц1И суть 31-го порядка; ихъ число равно 

5°.^)^2, и = 6. Первообразныеделвтели Формы 2*— 1^63 
суть 9, 21, 63; находимъ 



= 1. р21-=2, р„ = 6. 



.< 
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ВсЬхъ неприводимыхъ Формъ существуетъ сл'Ьдовательно 9; 
изъ нихъ одна только девятаго порядка, именно: 

Всего бол-Ье вниман1я заслуживаетъ тотъ первообразньш 
д'Ьлитель Формы ^^ — 1, которому соотв'Ьтствз'етъ наименьшее 
значеше р^. Эти минима, въ просгЬйшихъ предположенхяхъ 
относительно ;> и п , суть сл'Ьдующхе : 



1 ' 

> 


р — 


2. 






к - п 2, 


Рз 1; 




п 7, 


Рш— 18; 


^ п 3, 
^ п 4, 

^ 


Р7-2; 




и— 8, 


Р17-2; 


р5 1; 




%— 9, 


р7з=8; 


п 5, 


Рз1-б; 




п— 10, 


рп-1; 


п — 6, 


р9-1; 




те— 11, 


Раз— 2. 


^ 


р — 


3. 


- 




» 2, 


р. 1; 




те — 6, 


р7 — 1 ; 


п — 3, 


р1з— 4; 




те 7, 


Ршз— 156; 


и — 4, 


р5 1; 




п 8, 


Р82— 2; 


п 5, 


рп-2; 




те — 9, 


Р757 — 84. 


к 


!> — 


5. 




• • 


п — 2, 


Рз— 1; 




те— 6, 


р7— 1; 


«—3, 


Рзх-10; 




те 7, 


Р,95зо-2790; 


П.— 4, 


р1в-2; 




те— 8, 


р82— 2; 


п— 5, 


Рп-2; 

р — 


7. 


те — 9, 


Р19-2. 


п — 2, 


р4-1; 




те — 6, 


Рзв— 2; 


. п — 3, 


р9-2; 




те 7, 


р4738 676; 


» 4, 


р5-1; 




те— 8, 


Рв4=4; 


п 5, 


Р2801 — 560; 




те— 9, 


Р27 ~ 2. 



^=11. 



1 



»=2, Р,= 1 
»=3, р,= 2 

» = 4, р,.= 2 

»=5, 9»='' _„ 

Во многихъ частныхъ случаяхъ подобный таблнцы значи- 
тельно облегчаютъ отыскиваше неприводимыхъ функщп. 



р.= 


1; 


?«= 


6; 




2; 

196988 



г 



ГЛАВА X. 

О ф}'нкц1ахъ абсолютно непрпводпиыхъ. 

$ I. Начала д11иноет8. 

131. Д-блимость Функщи /"{ж) на <р(ж) обусловливается равен- 
ствомъ 

ПрИЧеМЪ функция ^^(X) должна быть Ц'ЁЛОЙ. 

Если 9(ж) д'Ьлигь [{х), то Л<^(х) Д'Ьлитъ очевидно В({х), 
каковы бы ни были числовые ковФФйщенты А ти В\ сл'Ьдова- 
тельно, по отноше1ПЮ къ делимости , Функщи , отличающ1яся 
постоянными мвожителямн, можно не считать за различныя, и 
если ограничиться Функц1ями съ коеФФиц1ентами исключительно 
ращональными, то можно предполагать, что въ д'Ёлимоыъ, какъ 
и въ д+>лите.тЬ, коеФФИц1енты суть ц-Ьлыя числа, не ииЬюшдя 
общаго д-Ьлптеля. 

Фу11кц1Ю СЪ ц-Ёлыми коеФ1>иц!ентами, не им^ющиии общаго 
делителя, согласимся называть несократимою. 

Можно разсиатрввать единицу, какъ несократимую Функц1ю 
нулевой степени. 

Теорема. Произведете двуссъ несократимыми функщй есть 

фуикцгя также несократимая. 
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На самомъ д'ЬЛ'Ь, допустниъ противное; пусть ф(ж) и ^{т) 
будутъ несократимыми Фуикц1яии, и пусть вс4 коеФФиц^енты 
въ произведеиш 1р{х) ^(х) делятся на простое число ^з; тогда 
будемъ ии^^ть сравнете 

(р(а:) ф(ж) ^ О (той. р), 

откуда заключаеиъ (я** 71), что по крайней итбр-Ь одна взъ функ- 
Ц1Й (р(х) и <\)(х) сравнима съ нулемъ по модулю р. Но это про- 
тивор-Ьчагь предположение, что об* Функщи ц>{х) и ^{х) суть 
несократимый; следовательно, общ1Й наибольшей дЬлитель всЬхъ 
коеФФиц1ентовъ въ произведен1И <^{х) <^{х) равеиъ единиц'Ь, 

Сл'6дств1е. Если несократимая функтя ({х) д1ьлится на 
несократимую функцгю 9 (а;), то частное есть функцгя -также 
несократимая. 

' Д-Ьйствительно, частное отъ д^лендя ({х) на ф(ж} можно 
представить въ вид-Ь —ф (ж), причемъ '^/{х) изображаетъ несо- 
кратимую Функцш, а от и м ц'Ьлыя числа. Полагая 

^■(3;) = п{\х) ^= т<^{х) '^{х), 

мы заключаемъ, что обЩ1Й наибольп]1Й д'блитель вс'Ьхъ косффи- 
ц1ентовъ въ выражен1и Функц1И Ъ\х) равенъ разъ числу п, д|)у- 
гой разъ числу от; следовательно п = «г, в потому частное огъ 
деления ({х) на <р(л;) равно несократимой Функции ф(а;). 

132. По известному способу Эвклнда, понят1е объ общемъ 
навбольшемъ д-блителе, равно какъ и основныя свойства Функ- 
щй взаимно простыхъ, устанавливаются безразлично, какъ для 
Функц1й съ какими угодно коеФФИцдентами, такъ и для ч-ункц1й 
съ целыми коеФФИщентами; но что касается разложен1я Функц1Й 
на множители, то вопросъ этотъ представляется въ совершенно 
иномъ виде, смотря по тому будемъ ли мы обращать вниманде 
на натуру коеФФиц^ентовъ, или не будемъ. Такъ, напрнмЬръ, 
всякая Функц1я имеетъ линейный делитель х-*- а, но если мы 
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поставимъ условхе, что а должно быть числомъ Ц'Ьлымъ, то тогда 
можетъ не оказаться ни одного д'Ьлителя означеннаго вида. 

Не желая выходить зд'бсь изъ области ц-Ьлыхъ чиселъ, мы 
ограничимся исключительно Функщями съ ц-Ьлыми коеФФИЦ1ен- 
тами, подразум'Ьвая ^юстоянно, что въ кругу нашихъ изысканш 
всякая Функщя есть несократимая. Им'Ья это въ виду, мы согла- 
симся называть Функцхю Р а^солгатно неприводимою^ или просто 
иеприеодимою^ если она не им'бетъ никакихъ другихъ д'Ьлителей 
кром* 1 и Р. Так1я Функщи играютъ ту же роль въ области 
д'Ьлыхъ функщи съ целыми коеФФиц1ентамй, что простыя числа 
въ области всбхъ ц'Ьлыхъ чиселъ. 

Если неприводимая Функщя Р не 'Д'Ьлитъ ({х\ то Р и ^^{x) 
суть взаимно простыя. 

Если неприводимая Функц1я Р Д'Ьлитъ произведенхе н'Ьсколь- 
кихъ функщи ^^^{x) ^^{х) /*з(ж) . . . , то она Д'Ьлитъ по крайней 
м-Ьр* одинъ изъ множителей ^^{х) , /^^{х) , . . . 

Всякая Функц1я {(х) или сама есть неприводимая, или разла- 
гается на произведенхе н'Ьсколькихъ неприводимыхъ множителей ; 
такое разложен1е возможно однимъ только образомъ. 

Число неприводимыхъ Функцхй безконечно. 

ВсЬ эти предложен1я доказываются также, какъ и для ц'Ь- 
лыхъ чиселъ. 

133. Разложенхе Функщи /"(о?) на неприводимые множители 
можетъ быть выполнено съ помощью конечнаго числа испытан1й. 
Это ясно видно изъ того, что числовыя величины коеФФИщен- 
товъ въ искомомъ д'Ьлител'Ь, степень котораго задана напередъ, 
не превосходятъ изв-Ьстныхъ пред'Ьловъ, зависящихъ отъ выс- 
шаго пред'Ьла модулей всЬхъ корней Функц1и Дж). Всл'Ьдствхе 
этого получаемъ для искомаго д'Ьлителя конечное число возмож- 
ныхъ выражешй, который подвергая поочередно испыташю, 
мы опред'Ьлимь всЬ д'Ьлители заданной степени, или убедимся 
окончательно, что подобныхъ д'Ьлителей вовсе не существуетъ. 

При отыскиван1И д'Ьлителей сл'Ьдуетъ начинать съ д'Ьлителей 
первой степени, а если таковыхъ не окажется, перейти къ оты- 
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скиванхю д'Ьлителей второй степени и т. д. Если окажется, что 
({х) не им'Ьетъ ни одного делителя степени :! ^, то тогда сл4- 
дуетъ заключить, что Функц1Я {{х) неприводима. 

Делитель возможно низкой степени есть всегда Функцтя не- 
приводимая. « 

Понятно, что, зная Д'Ьлитель Функцш 



({х) =^рх^ -^р^^сб 



П— 1 



• • • 



Рп^ 



мы г§мъ самымъ знаемъ Д'Ёлитель Функцш 



• • • 



^'п/~', 



и наоборотъ^ поэтому всегда можно предположить, что Функщя, 
которую требуется разложить на множители, им'Ьетъ коеФФИ- 
щентъ у наивысшей степени перем-Ьниаго равный единид'Ь. 

134. Для отыскан1я делителей Функпди /*(а?) можно посту- 
пать по указанхю Кронекера еще сл'Ьдующимъ образомъ. 

Пусть ш изображаетъ степень искомаго Д'Ьлителя ^{х). 

Возьмемъ ш -+- 1 частныхъ значешй для х 



^ ^09 ^1? • • • ^т' 



разумеется ц'Ьлыхъ, и вычислимъ соотв'Ьтствуюпця значешя 

({Х) = \, ^, • • -^т» 



который очевидно будутъ также целыми. 

Значен1я 

(р(а;) = г*о, и^^ . . .и 



т 



будутъ также ц'Ьлыми, но при этомъ и^ должно делить. Ь^, 
и^ должно д'Ьлить Ъ^ и т. д. ; сл'Ьдовательно каждое йзъ чиселъ 
г^о , г«1 , . . . можетъ им^ть одно изъ н'Ьсколькихъ заранее опре- 
д'Ьляемыхъ значешй. Но числа гг^, гг^, . . . вполн-Ь опред'Ьляютъ 
собой Функцхю 9 (ж); поэтому можно всегда напередъ составить 
изв'Ьстное число выражен1Й, единственно возможныхъ для ф(я;). 
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Испытывая каждое изъ нихъ поочередно, мы такимъ образомъ 
отыщемъ вс-Ь д'Ьли'гели степени не выше ш или убедимся, что 
таковыхъ не существуетъ вовсе. 

135. Остатокъ отъ Д'Ьлев1Я Функц1И 

({х) = ж"-|-;),ж"~' -ь . . . -*~р„ 

на 

ф(д:) ^ ж"* -*- я, э;"'~^ -+- . . ■ -♦- о^ 

представляется въ вид'Ь Функцш {т — 1) -ой степени, въ кото- 
рой коеч'ФИЩенты суть Функцш чиселъ «^, а^,. . .а^. Прирав- 
нивъ эти коеФФиа1енты нулю, мы получнмъ т уравнен1Й съ яг 
неизвестными ц-блымп числами й,, я^,. . .а^; это будутъ усло- 
в1я делимости С{х) на (^{х). 

Р'Ьп1ен1е н*сколькихъ уравнений съ н'бсколькими неизв'Ьст- 
ными при помощи посл^довательныхъ исключен1Й приводится 
къ решен110 одного уравнен1я съ одною неизв-Ьстной; поэтому 
вопросъ объ отысканк делителей Функции можно окончательно 
свести на ]гЬшен1е въ Ц'Ьлыхъ чпслахъ одного уравнен1я съ одною 
неизв'Ёстноп. 

Въ частномъ случае, когда вдеть д^ло объ отыскан1и квадра- 
тичныхъ д'Ьлителей, мы будемъ им^ть первоначально два урав- 
нен1я съ двумя неизв'Ьстеымв 

<р,(й,. Од) = О, ^(а^, а^) = О, 

притомъ «2 должно д-Ьлить р^. приравнивая посл-Ьдовательно не- 
известное «а разнымъ д'Ьлителям'ь числа ^)„, мы будемъ получать 
каждый разъ по два уравненгя съ однимъ неизв'Ьстнымъ о^ и 
если окажется общее ц^лое р-Ьшен^е, то получимъ тогда и общ1й 
квадратичный делитель. 

136. Лримгьръ'1. Найти квадратичные дгьлители функцш 

/■(ж) = я^-*-р^7?~*-р^^-л-р^х-^-р^. 
Изображая искомый дйлитель чрезъ 

ср(я;) =^ х^-\-ах-*-Ъ, 
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я?^(а" — Ь)х-+-аЬ, \ [тос1. <р(я;)]. 

1С*=а(2Ъ—а^)хч-Ъ{Ъ — а% ) 
С1*довате1Ьно, отъ д-бленхн Дж) на <р{х) получается остатокъ 

[а{2Ь—а^) -+- (а^ — 6)р, — яр,, н-рз] х-ь-Ь(Ъ — а^) 
-+-сйр^ — ^^^-^-р^^, ■ 

отсюда два уравнен1я ддя опредйтен^я амЬ, ииенво: 

I а(2Ъ — о^)-4-{й^ — Ь)р^ — орз-н^)д= О, 

( 6(6 — о") -ь- аЬр^ — Йрз -+-р^ = 0. 

Изъ посл'бдняго видно, что & должно д'б.гатьр^. Приравнивая 
Ъ какому нибудв д'Ьлителю числа р^ и полагая 

(2) Л=И', 

на и'Бсто (1) вк'Ъемъ 

[ «(26 — 0^-1- (й^ — Ь)р^ — <''Рз-*-Рз= О» ' 
(о) • . • . ^ ^ 

^ Ь — п^н-й^>, — р^-*-Ь = 0; 

отсюда выводимъ 

аЪ — 6р^-^-^)з — а6'=0; 

сл'Ьдовательно, на И'Ьсто (3) вм^емъ 

I Ра — Ьр1==Ф'—Ь),' 

(4) ! 

[Рз — ^ — ^ = а{р^ — а). 

Первое изъ этихъ уравнен!й показываетъ, что р^ — Ъру 
должно делиться на 6' — 6; въпротивномъ случа'Ё принятое зна- 
чен1е для Ь не годится. 
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Еслид — Ьр, делится на самомъ д'кгЬ на й' — 6, то тогда 
ии'Ёемъ 

И смотря по тому будетъ ли значен1е (5) удовлетворять второму 
уравнешю (4), или не будетъ, Фувкцтя а:* -«- ож -ь- 6 будетъ де- 
лить Дге), или не будетъ. 

Если Ь' ^Ь, въ такоиъ случа'Ь должно им-бть М'Ьсто уравне- 
ше^3з = 6р,; иначе значен1е, принятое для 6, не годится. Дону- 
стивъ, что действительно Рз = Ър^, для опред'6лен1я а им4емъ 
уравнен1е 

«^ — р^а-*~р^ — 2Ъ = 0; 

если оно не будетъ ингЬть ц-Ьлыхъ р-Ьшенш, тогда значен1е, прп- 
нятое для 6, нетодится. 

137. Примгьръ 3. Найти кубичный дтьлитедь функцш 

^ -*- р^з? -*- р^з^ -*~ . . .-+-Р1,. 
Изобразивъ искомый д^-литель чрезъ 

ф(з;} = ^ — аа? — Ы — с, 
можемъ написать 



аг* ^ ах"^ -+-Ъх-у-с, 
ж* ^ Яд а^ -4- Ьз а; и- с„ 
гд4 а, , 6^ , . . . Сд вычисляются по Форму ламъ 

если полагать последовательно «=1, 2, 3. 



[той. <}>(ж)], 
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Услов1я делимости данной Функцш на 9 (а;) выражаются 
уравЕ1ен1анй 

Сз -«- ^), с^ н- рз с^ -н ^5з с -^-^^в = О . 

Изъ посд-Ьдняго )-равнен1Я (1), подставляя въ леыъ на ийсто 
Сд, с,, С; значешя 

с^^са^^ С2=:сй^, с^=са, 
выводимъ 

с{а^-^-р^а^-^-р^а-^'р^)-^2^= 0; 

отсюда заключаемъ, что с д-Ьлитъ р^. 

Приравгавъ с какому нибудь делителю числа р^, будемъ 
им-Ьть 

(2) Р,= сс', 

(3) 02-^-г)^Й1-^-^)2Й-^-^)5-^-с'= 0. 

Исключая съ помощью уравнения (3) величину р^ изъ пер- 
выхъ двухъ уравнений (1), получаемъ 

I &„-•-»,&, -*-ю„6-1-», — ас = О, 
Сз-I-^)^(!^-^-^>2'^~•"^'!^ — ^^ = о- 

На м-Ьсто условш (1) мы им^Ьемъ теперь уравнетя (3) и (4). 
Внося въ последнее уравнеаде (4) на ы-Ьсто с^ и с^ значен1я 
са^ и са, получаемъ 

(5) с{а^ч-р^ач-р^)-^'Р^ — Ьс'^ 0. 

Отсюда сл^Ьдуетъ, что общгй нймбольш^й дзъдгипель чиселъ 
сие' долженъ дгълить д; въ протнвномъ случа-Ь, принятое зна- 
чев1в для с сд^1дуетъ покинуть. 
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Обозкачивъ чрезъ й1 общш наибольш1й- д-Ьлитель 
с п с. мы положимъ 



(6) с = М, с = АЛ", р^ = 

Уравнение (5) прннимаетъ всл'Ёдств1е этого таког! 

(7) <1'{а1-*-Р1а-*~р^)-1-2 — М"= 0. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что Ь удовлетворяетъ сравне1пю 

(8) Л"х ^ ^ (той. <1'), 

в если обозначимъ чрезъ а какое нибудь его р'6шен1е, то можемъ 



1 

он видъ: к^^Н 



(9) Ь = а. — а'1, 

гд'Ь I изображаетъ новое неизв-Ьстное ц'Ёлое число. 1;о'1'орое ыы 
введемъ на N"6010 Ъ. 

Внося въ (7) на агЬсто Ь выражеше (9) и полагал для сокра- 
1цен1я 

{Щ . д — аГ^а'Г, 

получаеыъ 

(И) о, -+-^)^й^-Рз -*-/■-•- (^'7= 0. 

Исключая съ помощью этого уравнен1я величпку ;/^ пзъ (3) 
п перкаго (4), получаемъ 

с^-^-р^с-^-р^ — ас — Ъ(^-\-Л ^)=: 0. 

На м'Ьсто УСЛ0В1Й (1) иы4еыъ теперь уравнения (11) п (12). 
Внося во второе (12) ас на м^сто с^ и а — й'( на м-Ьсш Ъ, 
получаемъ 

(13) . . . а(с — с')=^{а — а'() {Г-*-А"1)~р^с~р,, 
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откуда заключаемъ, ^то искомое число I должно удовлетворять 
сравнен1Ю второй степени 

^ 

(14) . . (а — 6^7) {{ч- с1''() ^ р^ч- р^с [той. {с — с)]. 

Въ случае, если сравненхе это окажется невозможнымъ, 
принятое значеше для с надо перем'Ьнить на другое. 

Допустимъ, что сравнеше (14) возможно, и обозначимъ 
чрезъ р одинъ какой нибудь его корень; число значенш р равно 
числу различныхъ р'Ьшенш сравнен1я (14). 

Число I можетъ быть представлено въ вид'Ь 

(15)-. ^ = р — (с — с)и, 

причемъ и изображаетъ новое неизвестное ц'Ьлое число. 

Внося въ (13) на м'Ьсто I его выражеше по посл'Ьдней Фор- 
мул*, и, затЬмъ, сокращая об-Ь части на с — с\ получаемъ 

(16) а = А н- 7г'и -ь А'^, 



гд'Ь А, к\ и" изображаютъ изв'Ьстныя ц'Ьлыя числа. 
Подобнымъ образомъ изъ (9) выводимъ 

(17) Ъ = кч-1си, 

ГД'Ь и тТс изображаютъ известный ц'Ьлыя числа. 

Наша задача сведена теперь къ опред'Ьлетю одного щ по 
немъ коеФФИЦ1енты а и Ь опред'Ьляются непосредственно. 

Внося въ уравнешб (11)_и въ первое (12) на м'Ьсто а^Ъ, { 
соотв'Ьтствующ1я выражешя по Формуламъ (15), (16), (17), 
причемъ на м'Ьсто а^ и Ъ^ сл'Ьдуетъ подставить предварительно 
ихъ значенхя 

мы получимъ два уравнешя третьей и четвертой степени съ 
одяимъ неизв'Ьстнымъ и. Если они им'Ьютъ общхй ц'Ьлый корень, 
тогда по этому корню мы вычислимъ а и Ь и получимъ искомый 
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д'Ьлитель <^{х); въ противномъ случае сл'Ьдуеть н-Ьнять значе[П11 
рис. Если при всевозиожныхъ значен1яхъ для с и для р не 
получится делитель, то сл^дуетъ тогда заключить, что задаипая 
функщя вовсе не им'Ьетъ кубическихъ делителей. 

Остается еще обратить внимате на частный случау^, когда 
с = с'. Тогда ии'Ьеиъ 

д, = с, й' ^Л"^\, р^ = щ, <^ = ^, /^^0, 6 = 3 — (; 

уравнен1я (11) и (12) представляются въ ойдующеиъ вид-Ь: 

^ — ^-^~р^с-^'Р^=:(^, 

й(д — 21) -ьр, (} — /) -н 2с'-^-^^з = 0. 

Если два первыя изъ числа этихъ уравнений им'бють ц-Ьдые 
корни, и эти корни удовлетворяютъ посл'Ёднему уравнешю, тогда 
получимъ кубичный д-Ёлитель заданной Функц1и. 

Лримгьчанк. Способы, изложенные нами въ двухъ посйд- 
нихъ прим^рахъ, прии1&няются къ Функц1ямъ какой угодно 
степени. 

$ II, Доказательство одного сравнен1я. 

138. Теорема. Если функцш Р{х) и Р^{х) (^авнимы по мо- 
дулюр, то ихъ результанты, составленные относительно одной 
и той же функцш вида 

х^ -*- р■^x"~^ -*- . . .-^-^'„, I 

также сраенимы по модулю р. 

Д'Ьйствительно, дв* фуншци, сравнимый по модулю ^^, отъ 
Д'1лен1я на.функц1ю ввда 

даютъ въ остатК'Ь, равно какъ и въ частномъ, Фуякцк, соотв-Ьт- 
ст'венно сраввимыя по модулю р. 



4 

ц 

^ 



Изображая соотв'Ьтствеыно чрезъ 

" ^ п— I 

остатки по1учаемые отъ Д'Ь1ен1Я Функц1Й 

х*1'{х) и х'Г^(х) 
на {(х) и замечая, что 

х*1'{х)^х*Р^(х) (шоа.р), 
ыы и»г1емъ рядъ срав11ен1й 



„« _»,№ 



(той. ^)), 



при всякоиъ г, начиная съ * = 0. 

Съ другой стороны, обозначая соотв'бтствешю чрезъ Ли I^^ 
результанты Функц1й Р(х) и ^Р'^(x), составленные относительно 
{(х), ингЬемъ 



л,= 
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Отсюда, на основанхи предыдущихъ сравненхй, непосред- 
ственно заключаемъ 

В^В^ (той. ^?), 

что и следовало доказать. 

139. Просл'Ьдивъ ходъ доказательства посл'Ьдней теоремы, 
легко зам'Ьтить, что она остается въ сил'Ь и въ томъ случае, 
когда коеФФицхенты въ выраженхяхъ Функщй Да;), Р{х)у Щх) 
содержать произвольный параметръ у, представляясь въ вид'Ь 
ц'Ьлыхъ функщй этого параметра. Разсматривая тогда у какъ 
переменную, сравнеше' 



О) 



В^В^ (то&. р) 



будетъ представлять тожественное Функщональное сравненхе. 

Вообще, Функцти Дж), 2^(а;), Р^{х) могутъ содержать какое 
угодно число независимыхъ параметровъ и всегда сравнеше (1) 
остается справедливымъ. 

Переходя къ приложен1ю предыдущаго, мы докажемъ сле- 
дующую теорему Шенемана. 

Теорема. Каково бы ни было простое число р, если функцги 



({х) = х^ -^Рх^ 



,П— 1 



ф{х) = ж'*-+-21Ж' 



Л—1 



таковы^ что корни второй равны р-ой степени отъ корней пер- 
вой^ то такгя функи/ьи сравнимы по модулю р. 

действительно, разсматривая X какъ произвольный пара- 
метръ и замечая, что Функщй 

{Х—хУ и Х^—х^ 

сравнимы по модулю ^, имеемъ сравнеше 

причемъ а;^, х^,, . .х^ изображаютъ корни Функщй /*(«), 
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СравЕ1ен1е это можно написать проще такъ: 

(2) Г{Х?^Ф(Х') (тоЛ.р). 

Съ другой стороны, по изв-Ьстной теорем-Ь вм-беиъ 

(3) ((Х)' = Г{Х'>){тоА.р). 

Изъ (2) ъ (3) выводиыъ 

({Х^) = Фда (той. р). 
Отсюда, внося въ о&б части х на ы^сто Х^, получаеиъ 
({х)^Ф(х) {шоА. р), 
что и следовало доказать. 

Примгьръ. Возьмемъ ;равнев1е 

а^ — а;-ь1=0, 
и положимъ 

у — х'. 

Составляемъ рядъ уравнен1Й 

г/ = — 1 -н 2а; — 2ж^, 

а^ = 2 — За;-»-2я^, 

откуда выводвмъ 

.1_3, 2 —2 

2 —3—2/ ' 2 
— 2 4 —3—!/ 

Разлагая определитель, оолучаемъ уравнен1е 



^, 



По1агая 

{(х) = х' — х-*-1, 

Ф(х) = о^ч-7х''--х-*-1, 
мы уб-Ьждаемся въ справедливости сравнен1Я 
^{х) = Ф{х) (той. 7). 



§ III. Разложен1е Фувкц1и х""— 1 на неприводниые иножи- 
теля. 

140. Изображая чрезъ ^^ произведете всбхъ непрпводп- 
ыыхъ Функц1й ш-то порядка по модулю*р, мы им'Ьемъ сл1;ду1о- 
щее разложен1е Функц1и а;™ — 1 на множители (п" 127) 

({) а;" — 1 ^ф^ ф^< . . .«11; (шо<1. р) 

гд'Ь т, ш', . . . 1 означаютъ различные д-Ьлители числа т. 
Функц1я ф^ составляется по Формул'Ь 

(2) к^Щ^, 

причемъ совокупность часелъ »и, в т^ находится изъ выра;кея1я 

ф(т) = 21», — Зотд. 

Сравеен1е (1) не нарушается, если во второй его части на 
м-Ьсто какой нибудь изъ Функций (}* подставить другую, сравни- 
мую съ первой по модулю р; но если подъ знакомь ф^ понимать 
точно выражен1е (2), то тогда сравнеп1е (1) превращается иъ 
уравнеше (п" 14) 



(3) ж"*— 1 = ф„ ф^, . . . ф,. 

Характеристическое свойство Фуякщи (2) состоитъ въ томъ, 
что при всякомъ т она абсолютно неприводныа; такъ что равен- 



I 



I 
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ство (3) представляегь разложеше Функщи ж" — 1 на абсолютно 
ненраводимые множители. 

Прежде ч*мъ доказать это, мы, сл^д^■я Дедекинд}-, укажемъ 
на особенности корней Функцш "1*,^. 

141. Корни двучленнаго уравнен1Я ж"* — 1^0 бываютъ 
двоякаго рода: п^вообразные в непервообразные. Первообраз- 
ными называются так1е, которые не удовлетворяютъ ни одному 
изъ уравнев1й 

ж— 1 =0, 2^— Л =0, . . .х^~* — \ =0. 

Всякш непервообразный корень уравнешя ж*" — 1 =^0 есть 
первообразный корень друг01'0 уравнеи1я ж™' — 1=0 степени 
ниже т, причемъ т -ф,шть ш {«" 127). 

Теорема. Число первообразнызя корней уртнетя ж'"^ 1 = 
есть (^{т). Всгь они удовлетворяютъ уравненгю 

П(ж"'' — 1)_ 
" П(а;"'= 



.^^ -'^ ^0. 



На саиомъ д'ЬхЬ, пусть /"^ изображаетъ ц^ую ■1'ункц1ю съ 
ковФФИщентоиъ у наивысшей степени перем^Ьанаго равпытъ 
единиц'Ь, корни которой суть первообразные корви уравнешя 
ж™^ 1; еслйбы таковыхъ корней пе существовало, то подъ /'^ 
следовало бы понимать единицу. 

Изображая чрезъ т, т, , . . I всё д'Ьлители числа т, мы 
зам'Ьчаемъ, что каждый корень функцш ж"* — 1 есть корень 
одной изъ Функщй /°т' /"т'> ■ • ■ /"и ^ наобороть; а такъ какъ 
эти посл'Ьдн1я общихъ корней очевидно ии'Ьть не иогутъ, то сгб- 
довательно им'Ьемъ равенство 

которое вполн'й опред'Ьляетъ собой Фуннц1Ю /"^. Изъ него выво- 
двмъ 

^ П(ж'"'— 1) 

*" П(ж'"«— 1)' 



что и требовалось доказать. 

142. Если а есть первообразный корень уравнешя аГ^— 1 = О, 
то ВС* корни посл'Ьдняго могутъ быть представлены таиъ: 

(1) 1, а, «^, , . . а"*"'; 

ибо веЬ числа (1) удовлетворпюсъ ему очевидно, и вс4 от раз- 
личны. 

На саиомъ д^гЬ, допуставъ 

отсюда выводинь 

«'-■=1, 

что невозможно по причин*, что г ^- г' < «г. 

Возьмемъ теперь во вниман1е степень «', и обозиачииъ 
чрезъ ц возможно малое положительное число, при которомъ 
удовлетворяется услов1е 

(2) «"^'=1. 

Такъ какъ по предположен1Ю т есть самый малый показа- 
тель, при которомъ уравнен1е а*":^ 1 нмт&етъ И'Ьсто, то для 
существовашя уравнен1я (2) необходимо и достаточно (в" 127), 
чтобъ ]}.1 д-Ьлилось на т, или, другими словами, чтобъ (х д:^ли- 
лось на -^, гд'Ё (^ есть общ1й навбольш1й дйлитель чисель т п г. 
Следовательно им-Ьемь 

Это нриводитъ къ такой теорем*. 

Теорема. Если а есть первообразний корень уравнешя 
а;"* — 1=0, то степень а есть п^ообразный корень уравне- 
нгя а;"3-^1^0, гдгь Л тображаетъ общгй наибольшгй д}ьли- 
тедь тседъ гит. 
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Сл'Ьдствхе. Изъ одного какого нибудь первообразнаго корня а 
полу^ьаются есть остальные, если оозвыгиашь а въ степени про- 
стыл съ т и < ш. 

Последнее свойство первообразнаго корня прямо относится 
къ корнямъ уравнен1я ф^ = О ; по одному его корню получа- 
ются всЬ остальные возвышен1емъ въ степени простыя съ т 
и < т. 

143. Обозначимъ чрезъ тс (ж) какую нибудь изъ неприводи- 
мыхъ Функц1Й, д'Ьляш,ихъ ф^; если намъ удастся доказать, что 
1т:(а?) = ф^, то гЬмъ самымъ будетъ доказано, что Функщя ф^ 
неприводима. 

Возьмемъ уравнен1е 

т:{х) = О, 

и положивъ у = х^, гд'Ь^ простое число, не делящее т, соста- 

вимъ уравнен1е съ у 

0{у) = 0. 

Об'Ь Функцш т:{х) и О {у) одинаковой степени, а коеФФицхенты 
у наивысшей степени перем'Ьннаго въ ихъ выражешяхъ равны 
единице. 

Не трудно доказать, что Функц1я О {у) неприводима. 

Допустимъ противное; пусть 

(1) 0{у) = в,{у) 0,{у). 

Изображая чрезъ р число, удовлетворяющее услов1ю 

рр^ 1 (той. т), 
им'Ьемъ 

/'= х^^'= х'-^'"^, 

гд'Ь I изображаетъ ц'Ьлое число. 
Но х^^ = 1 ; сл'Ьдовательно 

(2) х = у^\ 
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Итакъ, мы видимъ, что величины хну выражаются ращо- 
нальнымъ образомъ, какъ вторая чрезъ первую, такъ и первая 
чрезъ вторую. 

Преобразовывая посредствомъ подстановки (2) оба урав- 
нетя 

получаемъ соответственно два новыхъ уравнен1я 

(3) т^^{х) = О, т^1х) = 0. ' 

Корни уравнешя 'к{х)=^0 удовлетворяютъ частью первому 
уравнешю (3), частью второму; поэтому заключаемъ 

тс (а?) = тс^(ж) т^^{х). 

Но такое равенство невозможно, потому что Функщя тс (о;) 
неприводима; следовательно и равенство (1) также невозможно, 
то есть Функц1я в {у) неприводима. 

ВсЬ корни Функцш в{х) очевидно удовлетворяютъ уравненш 
х^=\\ а такъ какъ Функц1я в{х)^ будучи неприводимой, не 
можетъ им^ть кратныхъ корней, то следовательно х^ — 1 де- 
лится безъ остатка на в{х). 

Если теперь допустить, что Функцш тс (ж) и 0{х) различны, 
то тогда оне, будучи неприводимыми, будутъ взаимно простыми, 
и Функц1я х^ — 1, делясь на каждую порознь, разделится на 
ихъ произведете. 

Полагая 

х'^—1 = т^{х)в{х)Цх), 

и замечая, что по теореме Шенемана имеемъ ^(а;)^тс(ж) 
(той. р\ заключаемъ 

х"^— 1 = 1^{х)^ Цх) (той. р). 

Но это невозможно, ибо Функц1я х^ — 1 по модулю р не 
имеетъ двукратныхъ множителей ; следовательно первоначальное 
наше предположенхе ошибочно: Функц1и тс (ж) и в{х) тожественны. 
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Отсюда сл'Ьдуетъ, что если х удавлетворяетъ уравнешю 
т^{х) = о, то всякая степень ж^, ищр простомъ, не Д'Ьлящемъ ш, 
удовлетворяетъ также тому же уравнен1Ю. 

Прим'Ьняя последнее предложеше несколько разъ, мы при- 
ходимъ къ заключен1Ю, что .и степень д?^, при всякомъ п, про- 
стомъ съ т, будетъ удовлетворять уравненш 7с(а;) = 0. 

Сл-Ьдовательно, всЬ корни уравнен1я ф^=гО удовлетворя- 
ютъ уравненш тс(л;) = 0. 

Отсюда вытекаетъ равенство 7г(а;) = ф^, что и требовалось 
доказать. 

§ IV. Новое доказательство геприводииости Фуикц1и ф^ 
при т равноиъ степени простаго числа. 

144. Въ частномъ случа'Ь, когда ш есть степень простаго 
числа, неприводимость Функцш ф^ доказывается легко съ по- 
мощью сл'Ьдующей леммы. 

Лемма. Каково бы ни было простое число р^ Функщя вида 
х^'-^ра.х''-' -^ра^х""-^ -4- . . . -^ра^^^х ± р, 

при цЬлыхъ значен1яхъ а^^ а,^^ , . . ^п— р ^^'^^ неприводимая. 

Д-Ьйствительно, обозначимъ для сокращенхя данную Функдш 
чрезъ ({х)^ и допустимъ, что она разлагается на произведен1е 
двухъ множителей 

(1) ({х) = {х^-^ Ъ^х'"'-^ . . . -ь Ь^) {х'-н с^х'^'-н . . . -н с,). 

Приравнивая постоянные члены въ об'Ьихъ частяхъ (1), 

получаемъ уравненхе 

Ъ^с^=±р, 

на основанш котораго заключаемъ, что одинъ изъ членовъ 6^, с^ 

равенъ 11=2?, остальной =р: 1. 

Положимъ 

Ь,= ±1, с,= =рр; 



^ 



4 
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Есл-Ьдств]е этого изъ (1) вытекаетъ сравнен1е ^ 

(2) ж"^ (д.■'"^-^1ж''~^-н. . .ч-Ь^_^х±1) {х'ч-с^х'~^~1- . . . 

-*-с^_^х) (той. р); 
отсюда заключаешь 

с,_, ^ О (той. р). 

Всл4дств1е этого сравнете (2) можно написать проще такъ: 

(3) х"^(сс''-*-\х''~'-*-. . .-^-\_^x::^\){x*-*-с^x'~^~л- . . . 

-+- с^_^х^ (той. р). 

Сравнивал въ об'бихъ частяхъ коеФФИЦ1енты у а:^, выводпмъ 
с^_^^0 (той. р), 
всл'Ьдств1е чего сравните (3) можно написать такъ: 

(4) ,т"^ (з,''"-«-б1;с''~''-н. . . -»~&^_^а;гЫ) {х' -*- с^x'~'^ -^ . . . 

-+- с^_^з?) (той. р). 

Продолжая разсуждать подобнымъ образомъ дал-Ье, въ конц1". 
дойдемъ до сравнен1я 

а;"^(ж''-^-^1ж''~^-I-. . . н-й^_,ж=Ы)а:^ (той. ^*). 

Сравнивая .зд'Ьсь коеФФВщенты у х' въ об*ихъ частяхъ, 
, полутаеиъ невозможное сравнен1е 

1^0 (той. р). 

Это локазываетъ, что сравнсн1е (1) невозможно, то есть 
Функц1Я ({х) неприводима. 

145. Возьмемъ теперь во внвман1е Функц1ю 

^Р X — 1 ' 

гдЬ р число простое. 



^ 






1 
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Внося < -н 1 на м'Ьсто ж , получаемъ новую Функвдю 

которая по виду своему очевидно подходить подъ предыдущую 
лемму; поэтому Функщя ф„(<н- 1) неприводима. 

Т'Ьмъ самымъ неприводима и первоначальная Функцхя ф . 

146. Перейдемъ теперь къ бол'Ье общему случаю т=р^. 

Внося въ выраженш 



л 



ж*— 1 



_ ^1>*-ЧР-1)_._^1>*-'(Р-2) 



<-|- 1 на м'Ьсто ж, получаемъ новую Функщю 



Чтобы получить значен1е к д-Ёлаевгь въ посл^^днеиъ равен- 
ств'! 1 = 0; находимъ 

(3) к = ф^«(1) = 11»— Н1'-1)н_ 1Р«-Ч1'-2)_^. , . . -Ь 1 =1?. 
Дал^е, мы заагйчаемг два тожественныя сравнешя 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что частное отъ д'Ьлешя по , модулю р 
функщи (|5н-1)^ — 1 на Функщю (^-н!)^""^ — 1 сравнимо 
съ частнымъ отъ д'Ьленхя Функпди 1^ ив, Функц1Ю 1^ , то есть 

(4) %а{*Ч-1) ^ «1>*-Н1'-1) (хпоа. р). 

Изъ (2) и (4) выводимъ 



откуда заключаемъ, что всЬ коеФФИц1енты а, Ь, . . . й; входящхе 
во вторую часть (2) делятся на р. 
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Принимая это въ соображеше и замечая, что значен1е по- 
стояннаго члена к равно ^р, мы заключаемъ, что Функцхя (2) 
подходить подъ вышедоказанную лемму; поэтому оца неприво- 
дима. Отсюда сл^дуетъ, что и Функщя (1) неприводима. 

147. Если какая нибудь Функщя Дж) окажется неприводи- 
мою по модулю р, то подавно она абсолютно неприводима. Однако 
нельзя утверждать обратно; бываютъ Функцхи абсолютно непри- 
водимый, которыя разлагаются на множители относительно вся- 
каго простаго модуля. 

Такой интересный случай представлябтъ Функшя ф^, когда 
число т не им-Ьетъ первообразныхъ корней. 

Для прим'Ьра возьмемъ неприводимую Функц1Ю 

и постараемся доказать прямымъ путемъ, что эта Функщя при- 
водима по всякому модулю. 

Разсмотримъ отд'Ьльно четыре случая. 

Первый случай^ модуль р= 2. Тогда им'Ьемъ очевидно 

ж^-н1 =(а;-н1)* (той. 2), 

и сл'Ьдовательно разсматриваемая Функц1я приводима. 
Второй случай , ^ = 4п -+- 1. Тогда сравненге 

х^ч-1 ^0 (той. р) 

возможно. Обозначая чрезъ а одно изъ его р'Ьшенш, им'Ьемъ 

ж* -ч- 1 ^(х^ч-а) (р(? — а) (той. р). 

Это показываетъ, что Функщя а;* -+- 1 приводима. 
Третгй случай^ ^ = 8п -н 1 . Тогда сравненхе 

х^^2 (той. р) 
им'Ьетъ р'Ьшенге. Обозначая его чрезъ а, им'Ьемъ 

а^ч-! ^ (ж^ н- аж н- 1) {х^ — ах 4-1) (той. р), 
и следовательно Функц1я ж* -+- 1 приводима. 



г 



■1 
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Четвертый случай, |) = 8и — 1 . Сравяенхе 
л^-1-2 = (той. ^)) 
йыЫп. р^шен^е, которое обозначимъ чрезъ а. Им1;еиъ 

^ -л- \ ^ {з? -^ ах — 1) (л^ — ах — 1). (той. р); 

следовательно Функц1я ж*-н 1 проводима. 

Если теперь принять въ соображен1е, что всякое простое 
числор представляетъ непреы'Ьнно одинъ изъ вышеразсмотр^н- 
ныхъ четырехъ случаевъ, то становится ясно, что по какому бы 
то Ш1 было модулю Функц1я ж* и- 1 всегда приводима. 



конЕцъ второй части. 
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